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УДК 518.517.392

НИЖНЯЯ ОЦЕНКА НОРМЫ ФУНКЦИОНАЛА
ПОГРЕШНОСТИ РЕШЕТЧАТЫХ КУБАТУРНЫХ

ФОРМУЛ В ПРОСТРАНСТВЕ 𝐻𝜇
𝑃 (Ω)

Жалолов О.И., Исомиддинов Б.О.
o_jalolov@mail.ru

Бухарский государственный университет,
200114, Узбекистан, Бухара, улица М. Икбол, 11.

С.Л.Соболев дал алгоритм построения кубатурных формул, названных им фор-
мулами с регулярным пограничным слоем. Он доказал асимптотическую оптималь-
ность этих формул и оценил сверху с выделением главного члена норму функци-
онала ошибки в пространстве 𝑈𝑚

2 (Ω). Аналогичные утверждения для пространств
𝐻𝜇

2 (Ω) были доказаны В.Д.Чарушниковым и утверждена справедливость подобных
результатов для пространств 𝐻𝜇

𝑃 (Ω) Т.Х.Шариповым. М.Д.Рамазоновым установле-
на оптимальность формулы прямоугольников среди кубатурных формул на задан-
ной решетке, заданных в одной из эквивалентных нормировок над пространством
периодических функций, компактно вложенном в пространство непрерывных функ-
ций, и с нормой, инвариантной по сдвигам аргументов функций. Целью настоящей
работы является получит нижнюю оценку (т.е. оценку снизу) для любого функцио-
нала погрешности решетчатых кубатурных формул для пространств 𝐻𝜇

𝑃 (Ω).

Ключевые слова: обобщенная функция, пространство, норма, функционал по-
грешности, оптимальная кубатурная формула, экстремальная функция.

Цитирование: Жалолов О.И., Исомиддинов Б.О.Нижняя оценка нормы функцио-
нала погрешности решетчатых кубатурных формул в пространстве 𝐻𝜇

𝑃 (Ω) // Про-
блемы вычислительной и прикладной математики. – 2022. – № 6(45). – С. 132-147.

1 Введение
С.Л.Соболев в работах [1,2] дал алгоритм построения кубатурных формул, на-

званных им формулами с регулярным пограничным слоем и оценил сверху с выде-
лением главного члена норму функционала ошибки в пространстве 𝑈𝑚

2 (Ω). Этот же
результат был получен в пространствах 𝐻𝜇

2 (Ω) в работах [3,4] и в статье [5] утвер-
ждена справедливость подобных результатов для пространств 𝐻𝜇

𝑃 (Ω). При оценке
нормы функционала ошибки таких формул авторы пользовались явным видом экс-
тремальной функции периодического функционала ℓ∞ (𝑥) = 1 − ℎ𝑛

∑︀
𝛾

𝛿(𝑥− ℎ𝐻𝛾) в

этих пространствах и свойством гильбертовости таких пространств. В случае Банахо-
вых пространств исследование поведения таких формул представляет очень трудную
задачу. В работе[6] пойдет речь о наилучшем приближении интеграла по периоду от
периодических функций нескольких переменных при помощи конечной суммы – ли-
нейной комбинации значений функции в точках заданной правильной решетки.

1.1 Обозначения и предварительные сведения
𝐸𝑛 − 𝑛− мерное вещественное Евклидово пространство точек 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛),

𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑛), 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, ..., 𝑧𝑛), ... 𝛼, 𝛽, 𝛾, ... точки с целочисленными координата-
ми

𝛼𝑖, 𝛽𝑖, 𝛾𝑖 = 0,±1,±2, ..., (𝑖 = 1, 2, ...𝑛), |𝛼| = 𝛼1 + 𝛼2 + ...+ 𝛼𝑛
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Скалярное произведение 𝑛- мерных векторов 𝑥 и 𝑦 обозначается 𝑥 · 𝑦 :

𝑥 · 𝑦 = 𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + ...+ 𝑥𝑛𝑦𝑛

С обозначает пространство непрерывных функции с нормой

‖𝑓(𝑥)|𝐶‖ = max
𝑥

|𝑓(𝑥)| .

𝐹 - оператор преобразование Фурье,

𝐹 [𝑓(𝑥)](𝜉) =

∫︁
𝐸𝑛

𝑓(𝑥)𝑒−2𝜋𝑖𝑥𝜉𝑑𝑥 =

∫︁
𝐸𝑛

𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛)𝑒
−2𝜋𝑖(𝑥1𝜉1+...+𝑥𝑛𝜉𝑛)𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑛.

𝐹−1[𝑓(𝑥)](𝜉) =

∫︁
𝐸𝑛

𝑓(𝑥)𝑒−2𝜋𝑖𝑥𝜉𝑑𝑥, где 𝑖 =
√
−1.

Для абсолютно интегрируемых функций 𝑓(𝑥) и 𝜙(𝑥) свертка определяется;

𝑓(𝑥) * 𝜙(𝑥) =
∫︁
𝐸𝑛

𝑓(𝑥− 𝑦)𝜙(𝑦)𝑑𝑦.

В дальнейшем мы будем пользоваться основными фактами из теории обобщенных
функции[7].
В качестве пространства основных функций возьмем пространство 𝑆, состоящее из
бесконечно дифференцируемых функций убивающих на бесконечность в месте со

всеми производными быстрее любой отрицательной степени |𝑥| =
√︂

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑥2𝑖 .

Пространства обобщенных функций над 𝑆, как обычно обозначим через 𝑆 ′ [8].
Действие обобщенной функции ℓ(𝑥) на основную функцию 𝑓(𝑥) обозначается
< ℓ(𝑥), 𝑓(𝑥) > .

Пусть 𝐻 – матрица порядка 𝑛 × 𝑛 , 𝑑𝑒𝑡𝐻 = 1. Обычную функцию 𝑓(𝑥), опреде-
ленную в 𝐸𝑛 мы называем периодической функцией с основной матрицей периодов

𝐻(
↑
ℎ(1) , ...

↑
ℎ(𝑛) ) (𝐻-периодической), если для любого 𝛽 ∈ 𝑍

𝑓(𝑥+𝐻𝛽) = 𝑓(𝑥),

где каждый период
↑
ℎ(𝑘) , 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛 есть вектор столбец:

↑

ℎ(𝑘) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
↑

ℎ
(𝑘)
1

...
↑

ℎ(𝑘)𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Рассмотрим пространство точек 𝐸𝑛; отождествляем в нем все точки отличающи-

еся на вектора 𝐻𝛽, 𝛽 ∈ 𝑍. 𝑍 – множество всех векторов с целыми координатами.
Полученное многообразие эквивалентных точек представляет собой 𝑛- мерный тор
𝜃. Этот тор мы назовем фундаментальной областью для периодических функций.
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При помощи нескольких разрезов такой тор может бить превращен в односвязную
область и притом разными способами. Один из способов приводит к параллелепи-
педу. Иногда мы будем называть фундаментальной областью в 𝐸𝑛 любой область,
отображаемую однозначно на весь тор. Обозначив через 𝜀Ω0(𝑥) характеристическую
функцию точек областей Ω0, мы будем записать необходимое и достаточное условия
того, что Ω0 будет фундаментальной областью в 𝐸𝑛 в виде:∑︁

𝛽∈𝑍

𝜀Ω0(𝑥+𝐻𝛽) = 1.

Таким образом, между матрицей 𝐻 и областью Ω0 установлена связь, вообще говоря,
неоднозначная.
Здесь из таких фундаментальных областей определенных матрицей 𝐻 мы будем рас-
сматривать только параллелепипед.
Если 𝑢 (𝑥)– обобщенная или обычная 𝐻 – периодическая, а 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶∞, 𝐻 – перио-
дическая функция, то

< 𝑢(𝑥), 𝜙(𝑥) >
𝑑𝑒𝑓
=
Ω0

∫︁
Ω0

𝑢(𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝑥.

Обобщенную функцию 𝑢 (𝑥) мы будем называть периодической с основной матрицей
периодов 𝐻, если равенство

< 𝑢(𝑥), 𝜙(𝑥) >=< 𝑢(𝑥), 𝜙(𝑥−𝐻𝛽) >

выполняется для любой функции 𝜙(𝑥) ∈ 𝑆.
Над обобщенными периодическими функциями определим следующие основные по-
нятия.
Рядом Фурье обобщенной или обычной 𝐻 – периодической функции мы будем на-
зывать ряд вида

𝑓(𝑥) =
∑︁
𝛾∈𝑍

𝑓 [𝛾] 𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝐻
−1𝑥).

Коэффициенты Фурье 𝑓 [𝛾] вычисляется по формуле

𝑓 [𝛾] =< 𝑓(𝑥), 𝑒−2𝜋𝑖(𝛾,𝐻−1𝑥) >
𝑑𝑒𝑓
=
Ω0

∫︁
Ω0

𝑓(𝑥) 𝑒−2𝜋𝑖(𝛾,𝐻−1𝑥)

Скалярное произведение двух обычных периодических функций определяется как:

(𝑢(𝑥), 𝑓(𝑥)) =

∫︁
Ω0

𝑢(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥

(если последний имеет смысл).
Формула Парсеваля выглядит

(𝑢(𝑥), 𝑓(𝑥)) =
∑︁
𝛾

�̂�[𝛾] · 𝑓 [𝛾].

Здесь 𝑓 [𝛾] - комплексно сопряженное к 𝑓 [𝛾]
Свертка для обычных периодических функции определяется следующим образом

𝑢(𝑥) * 𝑓(𝑥) =
∫︁
Ω0

𝑢(𝑥− 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦 =

∫︁
Ω0

𝑢(𝑦)𝑓(𝑥− 𝑦)𝑑𝑦.
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Для обобщенных функций свертку определим, как:

< 𝑢(𝑥) * 𝑓(𝑥), 𝜙(𝑥) >=
∫︁
Ω0

∫︁
Ω0

𝑢(𝑧)𝑓(𝑦)𝜙(𝑥− (𝑦 + 𝑧))𝑑𝑦𝑑𝑧.

1.2 Пространства �̃�𝜇
𝑝 (Ω0)

Пусть 𝜇(𝑥), непрерывная рост которой не выше степенной. Пространство �̃�𝜇
𝑝 (Ω0)

определим как пространство 𝐻 – периодических обобщенных функций с нормой

⃦⃦⃦
𝑓(𝑥)|�̃�𝜇

𝑝 (Ω0)
⃦⃦⃦
=

⎧⎨⎩
∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾

𝜇(𝐻−1
𝛾 )𝑓(𝛾)𝑒−2𝜋𝑖(𝛾,𝐻−1

𝑥 )

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑝

при 1 ⩽ 𝑝 <∞ ⃦⃦⃦
𝑓(𝑥)|�̃�𝜇

𝑝 (Ω0)
⃦⃦⃦
= sup

𝛾

{︁⃒⃒⃒
𝑓(𝛾)

⃒⃒⃒
𝜇(𝐻−1

𝛾 )
}︁

при 𝑝 = ∞.
Очевидно, что пространство �̃�𝜇

𝑝 (Ω0) является изометрически изоморфным простран-
ству 𝐿𝑝(Ω0).

1.3 Весовые функции
Пусть 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞. Через 𝐵(𝑛, 𝑝) (см. [9]) обозначим класс функций 𝜇(𝜉) =

= 𝜇(𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛) ∈ 𝐶∞ таких, что при некоторой постоянной 𝑚 = 𝑚(𝜇)

𝜇𝑝𝑝 (𝜇(𝜉 + 𝑛)/𝜇(𝜉)) ⩽ 𝜂
(︀
1 + |𝜂|2

)︀𝑚/2
для любого 𝑛 ∈ 𝐸𝑛 и тоже самое справедливо для 𝜇−1(𝜉). Из определения следует,
что функции 𝜇(𝜉), 𝜇−1(𝜉) суть мультипликаторы в пространстве 𝑆, т.е. 𝜇(𝜉) ·𝜙(𝜉) ∈ 𝑆

как только 𝜙(𝜉) ∈ 𝑆; поскольку 𝜇(𝜉) ∈ 𝐶∞ и 𝜇−1(𝜉), 𝜇(𝜉) ⩽ (1 + |𝜉|2)𝑚/2, которое
следует из того, что 𝜇𝑝𝑝 ∈ 𝐿∞.

1.4 Пространство 𝐻𝜇
𝑝 (𝐸𝑛)

Мы скажем, что обобщенная функция 𝑢(𝑥) ∈ 𝑆 ′ принадлежит пространству
𝐻𝜇
𝑝 (𝐸𝑛), если

𝜈(𝑥) = 𝐹−1 {𝜇(𝜉)𝐹 [𝑢(𝑥)](𝜉)} (𝑥) ∈ 𝐿𝑝(𝐸𝑛).

Введя норму ⃦⃦
𝑢(𝑥)|𝐻𝜇

𝑝 (𝐸𝑛)
⃦⃦
= ‖𝜈(𝑥)|𝐿𝑝(𝐸𝑛)‖ , 𝑢(𝑥) ∈ 𝐻𝜇

𝑝 (𝐸𝑛)

мы получим пространство изометрически изоморфное пространству 𝐿𝑝(𝐸𝑛).

1.5 Пространство 𝐻𝜇
𝑝 (Ω)

Пусть Ω - ограниченная область с достаточно хорошей границей 𝜕Ω в 𝐸𝑛. Че-
рез

𝑜

𝐻𝜇
𝑝 (Ω) обозначим замыкание множества 𝐶∞

0 (Ω) в норме
⃦⃦
�|𝐻𝜇

𝑝 (𝐸𝑛)
⃦⃦

и введем
пространство

𝐻𝜇
𝑝 (Ω) = 𝐻𝜇

𝑝 (𝐸𝑛)/
𝑜

𝐻𝜇
𝑝 (𝐸𝑛∖Ω)

с нормой ⃦⃦
𝑢(𝑥)|𝐻𝜇

𝑝 (Ω)
⃦⃦
= inf

⃦⃦
𝑢𝑐(𝑥)|𝐻𝜇

𝑝 (𝐸𝑛)
⃦⃦
, 𝑢(𝑥) ∈ 𝐻𝜇

𝑝 (Ω),
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где нижняя грань берется по всем продолжениям элемента 𝑢(𝑥) ∈ 𝐻𝜇
𝑝 (Ω) до элемента

𝑢𝑐(𝑥) ∈ 𝐻𝜇
𝑝 (𝐸𝑛). Тогда 𝐻𝜇

𝑝 (Ω) становится Банаховым пространством.

2 Постановка задачи

2.1 Кубатурные формулы

Кубатурными формулами называют формулы вида:

∫︁
Ω

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≈
𝑁∑︁
𝜆=1

𝐶𝜆𝑓(𝑥
(𝜆)). (1)

Здесь Ω ограниченная область с достаточно хорошей границей 𝜕Ω, 𝐶𝜆- коэффициен-
ты (веса), 𝑥(𝜆) - узлы, 𝑁 – число узлов.
Здесь мы рассмотрим кубатурные формулы с узлами расположенными на решетке:
{𝑞0 + 𝐴𝛾; 𝛾 ∈ 𝑍}, где 𝑞0 фиксированной вектор и 𝛾 пробегает все 𝑍 – множество це-
лочисленных векторов, обозначает матрицу 𝑛× 𝑛 , det𝐴 ̸= 0.
Кубатурной формуле (1) поставим в соответствие функционал

ℓ(𝑓) =

∫︁
Ω

𝑓(𝑥)𝑑𝑥−
𝑁∑︁
𝜆=1

𝐶𝜆𝑓(𝑥
(𝜆)), (2)

так называемый функционал погрешности.
Этому функционалу соответствует обобщенная функция

ℓ(𝑥) = 𝜀Ω(𝑥)−
𝑁∑︁
𝜆=1

𝐶𝜆𝛿(𝑥− 𝑥(𝜆)), (3)

где 𝜀Ω(𝑥) - характеристическая функция области Ω, 𝛿(𝑥 − 𝑥(𝜆)) - дельта функция
сосредоточенная в точке 𝑥(𝜆).

2.2 Кубатурные формулы в пространстве периодических функций
�̃�𝜇
𝑝 (Ω0)

Известно, что оптимальная формула в этих пространствах имеет вид:∫︀
Ω0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≈
∑︀

0⩽𝜆𝑖<𝑁𝑖
𝑖=1,2,..,𝑛

𝐶𝜆𝑖𝑓(ℎ𝜆𝑖), где Ω0- единичный куб, ℎ > 0, малый параметр, 𝑁 =

= ℎ−𝑛 т.е. 𝑁 = 𝑚𝑒𝑠Ω0

ℎ𝑛
, 𝐶𝑢

𝜆 = 𝐶0 - постоянны. Найдены их выражения, которые
здесь не приводим. Напомним, что формула называется оптимальной, когда норма
функционала погрешности наименьшее:

inf
𝐶𝜆

⃦⃦⃦
ℓ(𝑥)|�̃�𝜇

𝑝 (Ω0)
⃦⃦⃦
.

Норма функционала погрешности оптимальной кубатурной формулы имеет вида:

⃦⃦⃦⃦
0

ℓ (𝑥)|�̃�𝜇
𝑝
*(Ω0)

⃦⃦⃦⃦
=

⎧⎨⎩
∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

𝜇(0)
− 𝐶0

∑︁
𝛾

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑞

. (4)
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где 1
𝑝
+ 1

𝑞
= 1

Известно также, что формула прямоугольников∫︁
Ω0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≈ ℎ𝑛
∑︁

0⩽𝜆𝑖<𝑁𝑖
𝑖=1,2,..,𝑛

𝑓(ℎ𝜆𝑖) (5)

является асимптотически оптимальной, т.е. отношение нормы кубатурной формулы
прямоугольников к норме оптимальной кубатурной формулы стремиться к 1 когда
ℎ→ 0.
Норма функционала погрешности кубатурной формулы прямоугольников имеет вид:

⃦⃦⃦
ℓ(𝑥)|�̃�𝜇

𝑝
*(Ω0)

⃦⃦⃦
=

⎧⎨⎩
∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑞

(6)

Нас в дальнейшем интересует экстремальная функция функционала погрешности
кубатурной формулы прямоугольников в пространстве �̃�𝜇

𝑝 (Ω0), т.е. функция на ко-
торой достигается наибольше значение функционала погрешности. Экстремальная
функция функционала погрешности кубатурной формулы прямоугольников ℓ𝑛𝑝(𝑥)
имеет вид:

𝑢∞(𝑥) =
∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖ℎ
−1(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)
*

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞−1

𝑠𝑖𝑔𝑛
∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)
(7)

Эта функция является ℎ- периодической по каждой переменной. Функция

𝑢(𝑥) =

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞−1

𝑠𝑖𝑔𝑛
∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)
(8)

также является ℎ- периодической по каждой переменной ( ℎ𝐸 , где 𝐸 – единичная
матрица) или 𝐻 = ℎ𝐸 – периодической.
В работе [10] была получена верхняя оценка нормы функционала погрешности с
регулярным в смысле С.Л.Соболева пограничным слоем в пространствах 𝐻𝜇

𝑝 (Ω). Ос-
новная задача настоящей работы является, получит нижнюю оценку (т.е. оценку
снизу) для любого функционала погрешности решетчатых кубатурных формул для
пространств 𝐻𝜇

𝑝 (Ω):

(𝑚𝑒𝑠Ω)
1
𝑞

⎧⎨⎩
∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑞

[1 +𝑂(1)] ⩽
⃦⃦⃦
ℓ(𝑥)|�̃�𝜇

𝑝
*(Ω)

⃦⃦⃦
(9)

Поскольку
⃦⃦
ℓопт(𝑥)|𝐻𝜇

𝑝
*(Ω)

⃦⃦
⩽
⃦⃦
ℓ(𝑥)|𝐻𝜇*

𝑝 (Ω)
⃦⃦

то достаточно показать оценку снизу
для функционала оптимальной кубатурной формулы, т.е. для ℓопт(𝑥). Функция

𝑢(𝑥) =

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖ℎ
−1(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞−1

· 𝑠𝑖𝑔𝑛
∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖ℎ
−1(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)
(10)
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является экстремальной функцией функционала

<
∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖ℎ
−1(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)
, 𝑓(𝑥)>Ω0 , 𝑓(𝑥) ∈ �̃�𝑝(Ω0)

Этот функционал принимает значения равные нулю в подпространстве постоянных
пространства �̃�𝑝(Ω0) - пространство периодических функций суммируемых с степе-
нью 𝑝 по кубу. Следовательно он достигает своего наибольшего значения в подпро-
странстве �̃�𝑝(Ω0) т.е. на функции коэффициент 𝑓 [0] которых равен нулю.
Поэтому 𝑢(𝑥) имеет вид:

𝑢(𝑥) =
∑︁
𝛾 ̸=0

�̂�[𝛾]𝑒2𝜋𝑖ℎ
−1(𝛾,𝑥) (11)

где �̂�[𝛾] =
∫︀
Ω0

𝑢(𝑥)𝑒2𝜋𝑖ℎ
−1(𝛾,𝑥)𝑑𝑥, �̂� [0] = 0 Функцию 𝑢∞(𝑥), также (как ℎ - периодиче-

ской) можно представить в виде ряда Фурье:

𝑢∞(𝑥) =
∑︁
𝛾 ̸=0

�̂�[𝛾] · 𝑒2𝜋𝑖ℎ−1(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)
, �̂�∞ [0] = 0 (12)

𝑢∞(𝑥) является непрерывной функцией.

3 Нижняя оценка нормы функционала погрешности
решетчатых кубатурных формул в 𝐻𝜇

𝑝 (Ω)
В работах [5] и [10] была получена верхняя оценка нормы функционала погреш-

ности с регулярным в смысле С.Л.Соболева пограничным слоем в пространствах
𝐻𝜇
𝑝 (Ω) т.е. обратное неравенство к неравенству для функционала погрешности к.ф.

ℓ𝑝.𝑛.𝑐 (𝑥) с регулярным в смысле С.Л.Соболева пограничным слоем. В настоящей рабо-
те получим оценку снизу для произвольного функционала погрешности решетчатых
кубатурных формул в пространствах 𝐻𝜇

𝑝 (Ω).
Теорема 1. Пусть 1 ⩽ 𝑝 < ∞, 𝜇(𝜉) ∈ 𝐵*

𝑛,𝑝 (см. [5] , [10]) 𝜇(−𝜉) = 𝜇(𝜉), тогда для
любого функционала погрешности решетчатых кубатурных формул в пространствах
𝐻𝜇
𝑝 (Ω) справедлива следующая оценка

⃦⃦
ℓ(𝑥)|𝐻𝜇

𝑝
*(Ω)

⃦⃦
⩾ (𝑚𝑒𝑠Ω)

1
𝑞

⎧⎨⎩
∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑞

[1 +𝑂(1)]. (13)

Доказательство основано на трех леммах.
Поскольку для нормы функционала погрешности оптимальной решетчатой кубатур-
ной формулы справедливо неравенство⃦⃦

ℓопт(𝑥)|𝐻𝜇
𝑝
*(Ω)

⃦⃦
⩽
⃦⃦
ℓ(𝑥)|𝐻𝜇*

𝑝 (Ω)
⃦⃦

то нам достаточно доказать теорему для функционала погрешности оптимальной
кубатурной формулы.
Построим функцию, которая позволит нам получит нижнюю оценку. Для простоты,
не ограничивая общности в дальнейшем считаем 𝜇(0) = 1.
Для этого рассмотрим функцию

0
𝑢 (𝑥) =

∑︁
𝛾 ̸=0

�̂�[𝛾]𝑒2𝜋𝑖ℎ
−1(𝛾,𝑥) − 𝐶(ℎ) = 𝑢(𝑥)− 𝐶(ℎ)
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где 𝐶(ℎ) =
∑︀
𝛾 ̸=0

�̂�[𝛾]
𝜇(ℎ−1𝛾)

.

Построим функцию

𝜗(𝑥) = 𝜐(𝑥) *
[︁
0
𝑢 (𝑥) · 𝜀

Ω′ (𝑥)
]︁
,

где Ω′ - область совокупность всех кубиков с ребрами длиной ℎ, которые пересекают-
ся с Ω. На область Ω положим еще условие: мера погранично слоя толщины кратной
ℎ является величиной 𝑂(ℎ). Это условие было положено и при получении верхней
оценки нормы функционала погрешности с регулярным пограничным слоем.
Оценим норму 𝜗 (𝑥) в 𝐻𝜇

𝑝 (Ω):

⃦⃦
𝜗(𝑥)|𝐻𝜇

𝑝 (Ω)
⃦⃦
=

⎧⎨⎩
∫︁
𝐸𝑛

⃒⃒
𝐹−1 [𝜇(𝜉) · 𝐹 [𝜗(𝑥)]]

⃒⃒𝑝
𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑝

=

=

⎧⎨⎩
∫︁
𝐸𝑛

⃒⃒⃒
𝐹−1

[︁
𝜇(𝜉) · 𝐹 [𝜐(𝑥) * [0𝑢 (𝑥) · 𝜀Ω′ (𝑥)]]

]︁⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑝

=

=

⎧⎨⎩
∫︁
𝐸𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝐹−1

[︂
𝜇(𝜉) · 1

𝜇(𝜉)
𝐹 [

0
𝑢 (𝑥) · 𝜀Ω′ (𝑥)]

]︂⃒⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑝

=

=

⎧⎨⎩
∫︁
𝐸𝑛

⃒⃒⃒
0
𝑢 (𝑥) · 𝜀Ω′ (𝑥)

⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑝

=

⎧⎨⎩
∫︁
Ω′

⃒⃒⃒
0
𝑢 (𝑥)

⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑝

=

=

⎧⎨⎩
∫︁
Ω′

|𝑢(𝑥)− 𝐶(ℎ)|𝑝𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑝

⩽

⎧⎨⎩
∫︁
Ω′

|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑝

+ |𝐶(ℎ)| ·
(︁
𝑚𝑒𝑠Ω

′
)︁ 1

𝑝
=

=

⎧⎨⎩
∫︁
Ω′

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖ℎ
−1(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞−1

· 𝑠𝑖𝑔𝑛
∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖ℎ
−1(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑝⎫⎬⎭

1
𝑝

+ |𝐶(ℎ)| ·
(︁
𝑚𝑒𝑠Ω

′
)︁ 1

𝑝
(1 +𝑂(ℎ)) =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
∑︁
𝛽∈𝐵

∫︁
Ωℎ,𝛽

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖ℎ
−1(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎪⎬⎪⎭
1
𝑝

+ |𝐶(ℎ)| ·
(︁
𝑚𝑒𝑠Ω

′
)︁ 1

𝑝
(1 +𝑂(ℎ)) =

=

⎧⎨⎩∑︁
𝛽∈𝐵

ℎ𝑛
∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑝

+ |𝐶(ℎ)| ·
(︁
𝑚𝑒𝑠Ω

′
)︁ 1

𝑝
(1 +𝑂(ℎ)) =

=

{︃∑︁
𝛽∈𝐵

ℎ𝑛

}︃ 1
𝑝

⎧⎨⎩
∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑝

+ |𝐶(ℎ)| ·
(︁
𝑚𝑒𝑠Ω

′
)︁ 1

𝑝
(1 +𝑂(ℎ)) =

=
(︁
𝑚𝑒𝑠Ω

′
)︁ 1

𝑝
(1 +𝑂(ℎ))

⎧⎨⎩
∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑝

+ |𝐶(ℎ)| ·
(︁
𝑚𝑒𝑠Ω

′
)︁ 1

𝑝
(1 +𝑂(ℎ)).

(14)
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Здесь 𝐵 - множество таких 𝛽 для которых все кубики Ωℎ,𝛽 пересекаются с областью
Ω: Ωℎ,𝛽

⋂︀
Ω = ∅ и Ωℎ,𝛽 = {𝑥 : ℎ𝛽𝑘 ⩽ 𝑥𝑘 < ℎ(𝛽𝑘 + 1)}.

Справедлива следующая
Лемма 1. Имеет место следующее равенство

−𝐶(ℎ) =
∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥 (15)

Доказательство. Для доказательства леммы 1 используем следующие леммы.
Действительно, с начало рассмотрим следующую
Лемма 2. Справедливо следующее равенство

𝜐(𝑥) * 0
𝑢 (𝑥) =

∑︁
𝛾 ̸=0

�̂�[𝛾]

𝜇(ℎ−1𝛾)
𝑒2𝜋𝑖ℎ

−1(𝛾,𝑥) − 𝐶(ℎ) (16)

Доказательство. Пусть 𝜙(𝑥) ∈ 𝑆, тогда используя равенство Парсеваля и имея ввиду,
что 𝐹−1

[︁
1

𝜇(𝜉)
𝛿(𝜉 − ℎ𝛾)

]︁
= 𝑒2𝜋𝑖ℎ−1(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)
получим

< 𝜐(𝑥) * 0
𝑢 (𝑥), 𝜙(𝑥) >=< 𝐹 [𝜐(𝑥) * 0

𝑢 (𝑥)](𝜉), 𝐹 [𝜙(𝑥)](𝜉) >=

=< 𝐹 [𝜐(𝑥)](𝜉) * 𝐹 [0𝑢 (𝑥)](𝜉), 𝐹 [𝜙(𝑥)](𝜉) >=

=<
1

𝜇(𝜉)
·

[︃∑︁
𝛾 ̸=0

�̂�(𝛾)𝐹
[︁
𝑒2𝜋𝑖ℎ

−1(𝛾,𝑥)
]︁
− 𝐹 [𝐶(ℎ)]

]︃
, 𝐹 [𝜙(𝑥)](𝜉) >=

=<
1

𝜇(𝜉)
·
∑︁
𝛾 ̸=0

�̂�(𝛾)𝛿(𝜉 − ℎ𝛾)− 1

𝜇(𝜉)
· 𝐶(ℎ)𝛿(𝜉), 𝐹 [𝜙(𝑥)](𝜉) >=

=<
∑︁
𝛾 ̸=0

1

𝜇(𝜉)
· �̂�(𝛾)𝛿(𝜉 − ℎ𝛾)− 𝐶(ℎ)

𝜇(𝜉)
· 𝛿(𝜉), 𝐹 [𝜙(𝑥)](𝜉) >=

=<
∑︁
𝛾 ̸=0

�̂�(𝛾)

𝜇(ℎ−1𝜉)
·𝑒2𝜋𝑖ℎ−1(𝛾,𝑥) − 𝐶(ℎ), 𝜙(𝑥) >

(17)

этим доказана лемма 2.
Вводим обозначения

𝑢∞(𝑥) =
∑︁
𝛾 ̸=0

�̂�[𝛾]𝑒2𝜋𝑖ℎ
−1(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)
= 𝜐(𝑥) * 𝑢(𝑥)

и
0
𝑢∞(𝑥) =

∑︁
𝛾 ̸=0

�̂�[𝛾]𝑒2𝜋𝑖ℎ
−1(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)
− 𝐶(ℎ)

Функции 𝑢∞(𝑥) и
0
𝑢∞(𝑥) является экстремальными функциями для функционала

1− ℎ𝑛
∑︁
𝛾

𝛿(𝑥− ℎ𝛾). (18)

Предварительно докажем следующую лемму
Лемма 3. Для функционала 1− ℎ𝑛

∑︀
𝛾

𝛿(𝑥− ℎ𝛾) имеет место следующее равенство[︃
1−

∑︁
𝛾 ̸=0

ℎ𝑛𝛿(𝑥− ℎ𝛾)

]︃
* 𝜐(𝑥) =

∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖ℎ
−1(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)
. (19)
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Доказательство. Пусть 𝜙 ∈ 𝑆.
Тогда используясь равенством Парсеваля имеем во-первых:

< 𝐹

[︃∑︁
𝛾

𝛿
(︁𝑥
ℎ
− 𝛾
)︁]︃

(𝜉), 𝐹 [𝜙(𝑥)](𝜉) >=<
∑︁
𝛾

𝛿
(︁𝑥
ℎ
− 𝛾
)︁
, 𝜙(𝑥) >=

= ℎ𝑛 <
∑︁
𝛾

𝛿 (𝑦 − 𝛾), 𝜙(ℎ𝑦) >=< ℎ𝑛𝐹

[︃∑︁
𝛾

𝛿 (𝑦 − 𝛾)

]︃
(𝜉), 𝐹 [𝜙(ℎ𝑦)](𝜉) >=

= ℎ𝑛 <
∑︁
𝛾

𝛿 (𝑦 − 𝛾), 𝐹 [𝜙(ℎ𝑦)](𝜉) > .

Так как

𝐹 [𝜙(ℎ𝑦)](𝜉) =

∫︁
𝐸𝑛

𝜙(ℎ𝑦)𝑒2𝜋𝑖𝜉𝑦𝑑𝑦 =ℎ−𝑛
∫︁
𝐸𝑛

𝜙(𝑧)𝑒2𝜋𝑖𝜉𝑧ℎ
−1

𝑑𝑧 =ℎ−𝑛𝐹 [𝜙(𝑧)](ℎ−1𝜉).

то имеем

< 𝐹

[︃∑︁
𝛾

𝛿
(︁𝑥
ℎ
− 𝛾
)︁]︃

(𝜉), 𝐹 [𝜙(𝑥)](𝜉) >= ℎ𝑛 <
∑︁
𝛾

𝛿 (𝑦 − 𝛾), 𝐹 [𝜙(𝑥)](ℎ−1𝑦) >=

= ℎ𝑛 <
∑︁
𝛾

𝛿
(︁𝑧
ℎ
− 𝛾
)︁
, 𝐹 [𝜙(𝑥)](𝑧)ℎ−𝑛 >=<

∑︁
𝛾

𝛿
(︁𝑧
ℎ
− 𝛾
)︁
, 𝐹 [𝜙(𝑥)](𝑧) >

из этого равенства следует, что

𝐹

[︃∑︁
𝛾

𝛿
(︁𝑥
ℎ
− 𝛾
)︁]︃

(𝜉) =
∑︁
𝛾

𝛿

(︂
𝜉

ℎ
− 𝛾

)︂
(20)

Далее имеем

< 𝐹

[︃
1−

∑︁
𝛾

ℎ𝑛𝛿 (𝑥− ℎ𝛾)

]︃
(𝜉), 𝐹 [𝜙(𝑥)](𝜉) >=< 1− ℎ𝑛

∑︁
𝛾

𝛿 (𝑥− ℎ𝛾), 𝜙(𝑥) >=

=< 1−
∑︁
𝛾

𝛿
(︁𝑥
ℎ
− 𝛾
)︁
, 𝜙(𝑥) >= ℎ𝑛 < 1−

∑︁
𝛾

𝛿 (𝑦 − 𝛾), 𝜙(ℎ𝑦) >=

= ℎ𝑛 < 𝐹

[︃
1−

∑︁
𝛾

𝛿 (𝑦 − 𝛾)

]︃
(𝜉), 𝐹 [𝜙(ℎ𝑦)](𝜉) >= ℎ𝑛 < 𝛿(𝜉)−

∑︁
𝛾

𝛿 (𝜉 − 𝛾), 𝐹 [𝜙(ℎ𝑦)](𝜉) >=

= ℎ𝑛 <
∑︁
𝛾 ̸=0

𝛿 (𝜉 − 𝛾), 𝐹 [𝜙(ℎ𝑦)](𝜉) >= ℎ𝑛 <
∑︁
𝛾 ̸=0

𝛿 (𝜉 − 𝛾), ℎ−𝑛𝐹 [𝜙(𝑧)](ℎ−1𝜉) >=

=<
∑︁
𝛾 ̸=0

𝛿 (𝜉 − 𝛾), 𝐹 [𝜙(𝑧)](ℎ−1𝜉) >= ℎ𝑛 <
∑︁
𝛾 ̸=0

𝛿 (𝑥− ℎ𝛾), 𝐹 [𝜙(𝑧)](𝑥) >=

=<
∑︁
𝛾 ̸=0

𝛿
(︀
𝑥− ℎ−1𝛾

)︀
, ℎ−𝑛𝐹 [𝜙(𝑧)](𝑥) > .

Отсюда следует, что

𝐹

[︃
1−

∑︁
𝛾

ℎ𝑛𝛿 (𝑥− ℎ𝛾)

]︃
(𝜉) =

∑︁
𝛾 ̸=0

𝛿
(︀
𝑥− ℎ−1𝛾

)︀
(21)
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Используя (21) получим

<

[︃
1−

∑︁
𝛾

ℎ𝑛𝛿 (𝑥− ℎ𝛾)

]︃
* 𝜐(𝑥), 𝜙(𝑥) >=

=< 𝐹

[︃
1−

∑︁
𝛾

ℎ𝑛𝛿 (𝑥− ℎ𝛾)

]︃
(𝜉) · 𝐹 [𝜐(𝑥)](𝜉), 𝐹 [𝜙(𝑥)] (𝜉) >=

=<
∑︁
𝛾 ̸=0

𝛿
(︀
𝜉 − ℎ−1𝛾

)︀
· 1

𝜇(𝜉)
, 𝐹 [𝜙(𝑥)](𝜉) >=

=<
∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖ℎ
−1(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)
, 𝜙(𝑥) >

(22)

Из этого равенства следует доказательство леммы 3.
Так как функции 𝑢∞(𝑥) и

0
𝑢∞(𝑥) являются экстремальными функциями для функ-

ционала 1− ℎ𝑛
∑︀
𝛾

𝛿(𝑥− ℎ𝛾), то используя лемму 3 имеем

< 1− ℎ𝑛
∑︁
𝛾

𝛿(𝑥− ℎ𝛾), 𝑢∞(𝑥)>Ω0 =< 1−
∑︁
𝛾

ℎ𝑛𝛿(𝑥− ℎ𝛾), 𝜐(𝑥) * 𝑢(𝑥)>Ω0 =

=<

[︃
1−

∑︁
𝛾 ̸=0

ℎ𝑛𝛿(𝑥− ℎ𝛾)

]︃
* 𝜐(𝑥), 𝑢(𝑥)>Ω0 =<

[︃∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖ℎ
−1(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

]︃
, 𝑢(𝑥)>Ω0 =

=<

[︃∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖ℎ
−1(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

]︃
,

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖ℎ
−1(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞−1

𝑠𝑖𝑔𝑛
∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖ℎ
−1(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)
>Ω0 =

∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖ℎ
−1(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥.

(23)

Равенство (23) доказывает, что⃦⃦⃦⃦
⃦1− ℎ𝑛

∑︁
𝛾

𝛿 (𝑥− ℎ𝛾)|�̃�𝜇*
𝑝 (Ω0)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑞

=

∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥 (24)

Теперь докажем другое равенство:

< 1− ℎ𝑛
∑︁
𝛾

𝛿 (𝑥− ℎ𝛾),
0
𝑢∞(𝑥)>Ω0 =

< 1,
0
𝑢∞(𝑥)>Ω0− < ℎ𝑛

∑︁
𝛾

𝛿 (𝑥− ℎ𝛾),
0
𝑢∞(𝑥)>Ω0 =

=

∫︁
Ω0

0
𝑢∞(𝑥)𝑑𝑥 = −𝐶(ℎ).

(25)

Здесь мы учли, что
0
𝑢∞(ℎ𝛾) = 0 и

∫︀
Ω0

𝑢∞(𝑥)𝑑𝑥 = 0

Но учитывая равенство

< 1− ℎ𝑛
∑︁
𝛾

𝛿 (𝑥− ℎ𝛾),
0
𝑢∞(𝑥)>Ω0 =< 1− ℎ𝑛

∑︁
𝛾

𝛿 (𝑥− ℎ𝛾), 𝑢∞(𝑥)>Ω0 (26)
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имеем

−𝐶(ℎ) =
∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥.

Из лемм 2 и 3 следует доказательство леммы 1.
Из (14) и (15) следует:

⃦⃦
𝜗(𝑥)/𝐻𝜇

𝑝 (Ω)
⃦⃦
= (𝑚𝑒𝑠 Ω)

1
𝑝 (1 +𝑂(ℎ))

⎧⎨⎩
∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑝

+

+(𝑚𝑒𝑠 Ω)
1
𝑝 (1 +𝑂(ℎ))

∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥 =

= (𝑚𝑒𝑠 Ω)
1
𝑝 (1 +𝑂(ℎ))

⎧⎨⎩
∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑝

⎛⎜⎝1 +

⎧⎨⎩
∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑞

⎞⎟⎠ =

= (𝑚𝑒𝑠 Ω)
1
𝑝 (1 +𝑂(1))

⎧⎨⎩
∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑝

.

(27)
Здесь мы имели ввиду, что⎧⎨⎩

∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑞

= 𝑂 (1) .

Далее, мы покажем, что

< ℓопт(𝑥), 𝜗(𝑥) >= (𝑚𝑒𝑠 Ω)
1
𝑝 (1 +𝑂(1))

∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥 (28)

Для этого видоизменим 𝜗(𝑥):

𝜗(𝑥) = 𝜐(𝑥) * 𝜗(𝑥) = 𝜐(𝑥) *
[︁
0
𝑢 (𝑥) · 𝜀Ω′ (𝑥)

]︁
=

𝜐(𝑥) *
[︁
0
𝑢 (𝑥) ·

[︁
𝜀Ω′ (𝑥) + 𝜀𝐸𝑛/Ω

′ (𝑥)− 𝜀𝐸𝑛/Ω
′ (𝑥)

]︁]︁
=

= 𝜐(𝑥) *
[︁
0
𝑢 (𝑥) · 𝜀𝐸𝑛(𝑥)

]︁
− 𝜐(𝑥) *

[︁
0
𝑢 (𝑥) · 𝜀𝐸𝑛/Ω

′ (𝑥)
]︁
=

= 𝜐(𝑥) · 0
𝑢 (𝑥)− 𝜐(𝑥) *

[︁
0
𝑢 (𝑥) · 𝜀𝐸𝑛/Ω

′ (𝑥)
]︁
=

0
𝑢∞(𝑥)− 𝜐(𝑥) *

[︁
0
𝑢 (𝑥) · 𝜀𝐸𝑛/Ω

′ (𝑥)
]︁

Таким образом

< ℓопт(𝑥), 𝜗(𝑥) >=< ℓопт(𝑥),
0
𝑢∞(𝑥) > − < ℓопт(𝑥), 𝜐(𝑥) *

[︁
0
𝑢 (𝑥) · 𝜀𝐸𝑛/Ω

′ (𝑥)
]︁
>=
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=< 𝜀Ω(𝑥)−
∑︁
𝛽∈𝐵′

0

𝐶 𝛽𝛿(𝑥− ℎ𝛽),
0
𝑢∞(𝑥)·𝜀Ω′ (𝑥) > − < ℓопт(𝑥),

𝜐(𝑥) *
[︁
0
𝑢 (𝑥) · 𝜀𝐸𝑛/Ω

′ (𝑥)
]︁
>

Поскольку
0
𝑢∞(ℎ𝛽) = 0, то первое слагаемое

< 𝜀Ω(𝑥)−
∑︁
𝛽∈𝐵′

0

𝐶 𝛽𝛿(𝑥− ℎ𝛽),
0
𝑢∞(𝑥) >=

∫︁
Ω

0
𝑢∞(𝑥) = −𝐶(ℎ) ·𝑚𝑒𝑠 Ω

= 𝑚𝑒𝑠Ω

∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥

(29)

Покажем, что второе слагаемое:

< ℓопт(𝑥) * 𝜐(𝑥),
0
𝑢 (𝑥)𝜀𝐸𝑛/Ω

′ (𝑥) >= 𝑂(−𝐶(ℎ)). (30)

Действительно, во-первых

< ℓопт(𝑥) * 𝜐(𝑥),
0
𝑢 (𝑥)𝜀𝐸𝑛/Ω

′ (𝑥) >=

∫︁
𝐸𝑛/Ω

′

[ℓопт(𝑥) * 𝜐(𝑥)][𝑢(𝑥)− 𝐶(ℎ)]𝑑𝑥 =

=

∫︁
𝐸𝑛/Ω

′

[ℓопт(𝑥) * 𝜐(𝑥)]𝑢(𝑥)𝑑𝑥− 𝐶(ℎ)

∫︁
𝐸𝑛/Ω

′

[ℓопт(𝑥) * 𝜐(𝑥)]𝑑𝑥 =

=
∑︁

𝛽′∈𝑍/𝐵

∫︁
Ω

ℎ,𝛽
′

[ℓопт(𝑥) * 𝜐(𝑥)]𝑢(𝑥)𝑑𝑥− 𝐶(ℎ)
∑︁

𝛽′∈𝑍/𝐵

∫︁
Ω

ℎ,𝛽
′

[ℓопт(𝑥) * 𝜐(𝑥)]𝑑𝑥 ⩽

⩽
∑︁

𝛽′∈𝑍/𝐵

⎧⎪⎨⎪⎩
∫︁

Ωℎ,𝛽

|ℓопт(𝑥) * 𝜐(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

⎫⎪⎬⎪⎭
1
𝑞
⎧⎪⎨⎪⎩
∫︁

Ωℎ,𝛽

|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎫⎪⎬⎪⎭
1
𝑝

+ 𝐶 (ℎ) *

*
∑︁

𝛽′∈𝑍/𝐵

ℎ
𝑛
𝑝

⎧⎪⎨⎪⎩
∫︁

Ωℎ,𝛽

|ℓопт(𝑥) * 𝜐(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

⎫⎪⎬⎪⎭
1
𝑞

(31)

Из-за ℎ – периодичности 𝑢(𝑥) все{︃ ∫︀
Ωℎ,𝛽

|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

}︃ 1
𝑝

равны между собой и равны

{︃
ℎ𝑛
∫︀
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︀𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥

}︃ 1
𝑝
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Поэтому из (31) имеем

< ℓопт(𝑥) * 𝜐(𝑥),
0
𝑢 (𝑥)𝜀𝐸𝑛/Ω

′ (𝑥) >⩽

⎧⎨⎩ℎ𝑛
∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑝

·

·
∑︁

𝛽′∈𝑍/𝐵

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∫︁

Ω
ℎ,𝛽

′

|ℓопт(𝑥) * 𝜐(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
1
𝑞

+ |𝐶(ℎ)|ℎ
𝑛
𝑝

∑︁
𝛽′∈𝑍/𝐵

⎧⎪⎨⎪⎩
∫︁

Ωℎ,𝛽

|ℓопт(𝑥) * 𝜐(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

⎫⎪⎬⎪⎭
1
𝑞

=

⎧⎨⎩ℎ𝑛
∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑝

⎧⎪⎨⎪⎩
∫︁

𝐸𝑛/Ω
′

|ℓопт(𝑥) * 𝜐(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

⎫⎪⎬⎪⎭
1
𝑞

+

+ |𝐶 (ℎ)|ℎ
𝑛
𝑝

⎧⎪⎨⎪⎩
∫︁

𝐸𝑛/Ω
′

|ℓопт(𝑥) * 𝜐(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

⎫⎪⎬⎪⎭
1
𝑞

(32)

=

⎧⎨⎩ℎ
𝑛
𝑝

∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑝
⎧⎨⎩
∫︁
𝐸𝑛

|ℓопт(𝑥) * 𝜐(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑞

+

+ |𝐶(ℎ)|ℎ
𝑛
𝑝

⎧⎨⎩
∫︁
𝐸𝑛

|ℓопт(𝑥) * 𝜐(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑞

⩽

⩽

⎧⎨⎩ℎ
𝑛
𝑝

∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑝
⎧⎨⎩
∫︁
𝐸𝑛

|ℓp.n.c(𝑥) * 𝜐(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑞

+

+ |𝐶(ℎ)|ℎ
𝑛
𝑝

⎧⎨⎩
∫︁
𝐸𝑛

|ℓp.n.c(𝑥) * 𝜐(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑞

⩽

⎧⎨⎩ℎ
𝑛
𝑝

∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑝

(𝑚𝑒𝑠Ω)
1
𝑞

⎧⎨⎩
∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑞

(1 +𝑂 (1))+

|𝐶 (ℎ)|

⎧⎨⎩ℎ
𝑛
𝑝

∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑝

(𝑚𝑒𝑠Ω)
1
𝑞

⎧⎨⎩
∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑞

(1 +𝑂 (1)) =

ℎ
𝑛
𝑝 (𝑚𝑒𝑠Ω)

1
𝑞

⎧⎨⎩
∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎬⎭+ ℎ
𝑛
𝑝 |𝐶 (ℎ)| (𝑚𝑒𝑠Ω)

1
𝑞

∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑞

𝑑𝑥 =

= ℎ
𝑛
𝑝 (𝑚𝑒𝑠Ω)

1
𝑞 |𝐶 (ℎ)|+ ℎ

𝑛
𝑝 (𝑚𝑒𝑠Ω)

1
𝑞 |𝐶 (ℎ)|2 =

= ℎ
𝑛
𝑝 |𝐶 (ℎ)| (1 + |𝐶 (ℎ)|) (𝑚𝑒𝑠Ω)

1
𝑞 = 𝑂 (− |𝐶 (ℎ)|) .

(33)

Из (29), (30), (31) и (32) следует доказательство теоремы 1.
Отметим, что в работе [10] для кубатурной формулы с регулярным пограничным
слоем доказана следующая
Теорема 2. если 1 ⩽ 𝑝 < ∞, 𝜇 (𝜉) ⊂ 𝐵 (𝑛, 𝑝) то в пространстве 𝐻𝜇

𝑝 (Ω) норма
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функционала погрешности кубатурной формулы с регулярным смысле С.Л.Соболева
пограничным слоем удовлетворяет неравенству

⃦⃦
ℓ(𝑥)|𝐻𝜇

𝑝
*(Ω)

⃦⃦
⩽ (𝑚𝑒𝑠Ω)

1
𝑞

⎧⎨⎩
∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒𝑥𝑝 (2𝜋𝑖ℎ−1𝐻−1𝑥)

𝜇(𝛾𝐻−1)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑞

+𝑂(ℎ𝑚+1), (34)

при ℎ → 0. Здесь 𝐻 - матрица 𝑛 × 𝑛, |𝐻| = 1, Ω0 - фундаментальная область,
определяемая матрицей 𝐻.
Из доказанной теоремы 1 и результатов [5, 10], т.е. в частности из теоремы 2 следует:
Теорема 3. Если 1 ⩽ 𝑝 <∞, 𝜇(𝜉) ∈ 𝐵*

𝑛,𝑝 𝜇(−𝜉) = 𝜇(𝜉), тогда кубатурная формула
с регулярным смысле С.Л.Соболева пограничным слоем является асимптотически
оптимальной в пространстве 𝐻𝜇

𝑝 (Ω).

4 Заключение
В настоящей работе найдена экстремальная функция функционала погрешности

кубатурной формулы прямоугольников в пространстве �̃�𝜇
𝑝 (Ω0) и получим оценку

снизу для произвольного функционала погрешности решетчатых кубатурных фор-
мул в пространствах 𝐻𝜇

𝑝 (Ω).

⃦⃦
ℓ(𝑥)

⃒⃒
𝐻𝜇
𝑝
*(Ω)

⃦⃦
⩾ (𝑚𝑒𝑠Ω)

1
𝑞

⎧⎨⎩
∫︁
Ω0

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝛾 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖(𝛾,𝑥)

𝜇(ℎ−1𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
𝑞

[1 +𝑂(1)].

В теорема 3 доказана кубатурная формула с регулярным смысле Соболева погра-
ничным слоем является асимптотически оптимальной в пространстве 𝐻𝜇

𝑝 (Ω).
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S.L.Sobolev gave an algorithm for constructing cubature formulas, which he called
formulas with a regular boundary layer. He proved the asymptotic optimality of these
formulas and estimated from above the norm of the error functional in the space 𝑈𝑚

2 (Ω)

with separation of the leading term. Similar assertions for the spaces 𝐻𝜇
2 (Ω) were proved

by V.D.Charushnikov and confirmed the validity of similar results for the spaces 𝐻𝜇
𝑃 (Ω)

T.Kh.Sharipov. M.D.Ramazonov established the optimality of the rectangle formula
among cubature formulas on a given lattice, defined in one of the equivalent normaliza-
tions over the space of periodic functions, compactly embedded in the space of continuous
functions, and with a norm that is invariant with respect to shifts of function arguments.
The purpose of this work is; obtains a lower bound (that is, a lower bound) for any error
functional of lattice cubature formulas for the spaces 𝐻𝜇

𝑃 (Ω).

Keywords: generalized function, space, norm, error functional, optimal cubature for-
mula, extremal function.
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