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с нормой 
1

2 2

2 3
0

| ( ) ( '''( ) '( )) , 0K P x x dx    = +  .  

Здесь нами найдена норма функционала погрешности, дающая верхнюю оценку 

погрешности интерполяционной формулы в данном пространстве. Далее получена система 

линейных алгебраических уравнений для коэффициентов оптимальной интерполяционной 

формулы. Используя дискретный аналог дифференциального оператора 
6 6 2 4 4 4 2 2/ 2 / /d dx d dx d dx + +  и его свойства, найдены явные формулы для 

коэффициентов оптимальной интерполяционной формулы. Отметим, что полученная оптимальная 

формула является точной для любой линейной комбинации тригонометрических функций sin x , 

cos x  и константы.   

 Следует отметить, что полученные коэффициенты оптимальной интерполяционной 

формулы можно использовать как новые базисные функции в методах конечных элементов. 

Например, результаты настоящей работе можно применить для приближенного решения различных 

краевых задач, поставленных для дифференциальных уравнений. 

 

ОПТИМАЛЬНЫЕ КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ СИНГУЛЯРНЫХ 

ИНТЕГРАЛОВ С ЯДРОМ ГИЛЬБЕРТА 

 Жабборов Х.Х.  
Институт Математики имени В.И.Романовского АН РУз, Ташкент, Узбекистан  

jabborovx@bk.ru 

Сингулярный интеграл с ядром Гильберта и интегральные уравнения первого и второго ряда 

с ядром Гильберта встречаются во многих задачах механики, аэродинамики, контактных задачах 

математической физики и др. Поэтому создать эффективные алгоритмы для решения этих 

уравнений являются актуальной задачей вычислительной математики. 

Выше указанные задачи приводится к приближенному вычислению сингулярных интегралов 

с ядром Гильберта. Для эффективного приближения этих интегралов рассмотрим квадратурную 

формулу вида  

( ) ( )   ( )
1

0

00

N

ctg x x x dx S h


    
=

−   

C функционалом погрешности  

( )   ( ) ( )   ( )00,1
0

N

Nl x x ctg x x S x h


   
=

= − − −  

Здесь ( ) ( )

2 (0,1)mx L   - пространство периодических функций Соболева,   ( )0,1
x  - 

индикатор отрезка  0,1 ,  S  -коэффициенты квадратурных формул. В настоящей работе 

доказана следующая  

Теорема. Среди всех квадратурных формул вида ( ) ( )   ( )
1

0

00

N

ctg x x x dx S h


    
=

−   в 

пространстве (1)

2 (0,1)L  существует единственное оптимальная квадратурная формула, 

коэффициенты которой определяются формулой  

  ( )
2

0

1

sin
2 sin 2 , 1,2,...,

h
S h h x N

h

 
   

 



=

 
= − = 

 
  

 

АЛГОРИТМ  НАХОЖДЕНИИ НОРМЫ ФУНКЦИОНАЛА ПОГРЕШНОСТИ 

КУБАТУРНЫХ ФОРМУЛ ТИПА ЭРМИТА В ПРОСТРАНСТВЕ С.Л.СОБОЛЕВА  
( )( )n

m TW2

~
. 

Жалолов О.И., Хаятов Х.У., Ярашов И.Б. 

Бухарский государственный университет, Бухара, Узбекистан 

 

Рассмотрим кубатурную формулу типа Эрмита вида  
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
=1

1 ,
N

qT
n

f x dx c f x
   


 

 −                                                            (1) 

над пространством С.Л.Соболева ( )( )n

m TW2

~
. Обобщенную функцию  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

| | =1

= ( ),
N

N T
n

q

x x c x x
  


 

 


− −                                                       (2) 

 назовем  функционалом погрешности кубатурной формулы (1). 

Определение 1. Пространство ( )( )n

m TW2

~
 - определяется как пространство функций заданных на n - 

мерном торе nT  и имеющих все обобщенные производные порядка m  суммируемые с квадратом в 

норме [1]  

 ( ) ( ) ( ) ( )

2

22 2

2

0

ˆ/ = 2 ,
mm

n k

kT
n

f x W T f x dx k f


 
  +
 
 

                                             (3) 

со скалярным произведением 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
2

,
m

n
n

W T
T

f x x D f x D x dx 



 


  =  ( ) ( )
n n

T T

f x dx x dx
  
  +
  
  
                  (4)  

   где kf


 - коэффициенты Фурье т.е.  ( ) 2 ( , )

n

i k x

k

T

f f x e dx


=  ,  

1

2
2

1
j

n
k k

j

 
 
 
 
 

= 

=

. 

Так как в данной работе рассматривается пространство функций, заданных на  n - мерном 

торе 
nT , т.е. на многообразие, которое не является Евклидовым пространством. Потребуем, чтобы 

введенная норма в каждой точке была инвариантна относительно ортогональных преобразований 

касательного пространства 
nT .  

      Задача построения оптимальных кубатурных формул над пространством Соболева ( )( )n

m TW2

~
 - 

это вычисление следующей величины:  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*( )

2 2
0,

/ = < , > / ,supinf
m m

N n N n
f xc x

x W T x f x f x W T







                    (5) 

где ( ) ( )n

m TW *

2

~
 - сопряженное пространство к пространству ( )( )n

m TW2

~
. Для оценки погрешности 

кубатурной формулы необходимо решить следующую задачу. 

Задача 1. Найти норму функционала погрешности (2) данной кубатурной формулы. 

Сначала мы должны вычислить норму 
( )( ) ( ) ( )n

m

N TWx *

2

~
/  функционала погрешности 

( )( )xN

  в пространстве ( )( )n

m TW2

~
, а потом если требуется построить оптималную кубатурную 

формулу, варьируя 
( )c


  и 
( )x  N1,=  , необходимо решить следующую задачу 

Задача 2. Найти такие значения 
( )c


  и 
( )x , чтобы выполнялось равенство (5). 

В настоящей работе занимаемся решением задачи 1 для кубатурной формулы типа Эрмита 

вида (1), т.е. вычислением нормы 
( )( ) ( ) ( )n

m

N TWx *

2

~
/  функционала погрешности ( )( )xN

  

кубатурной формулы (1) с заданием производных. Для нахождения нормы функционала 

погрешности (2) в пространстве ( ) ( )n

m TW *

2

~
 используется его экстремальная функция. 

Определение 2. Функция ( )x  называется экстремальной функцией функционала ( ),
N  если 

выполняется следующее равенство  

 
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) .~

/
~

/>=,< 2

*

2 n

m

n

m

NN TWTWxxx                                                   (6) 
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Лемма.  Экстремальная функция удовлетворяющие равенство (6) для кубатурной формулы (1) 

имеет следующий вид 

( ) ( )

( )

( )
2 ( , )

2 2
| | =1 0

1
=1 .

2

i k xN

m m
q k

e
x c

k







 




−

 

− +                                                                  (7)    

С помощью этой леммы доказывается следующая 

Теорема.  Квадрат нормы функционала погрешности (2) кубатурной формулы типаЭрмита вида (1) 

над пространством ( )( )n

m TW2

~
 равен  

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
* ( )

2

| | =1

/ = 1
N

m

N n

q

x W T c
 


 

−
( )

( ) ( )
2

2 ( , )

| | =1 =1

2 2
0

(2 ) ( )
1

,
2

nN
i k x

j

q j

m m
k

c i k e

k


   


 









+

 
       (8)                                                     

где 
( )c


  - коэффициенты, 
( )x  - узлы кубатурной формулы (1). 

На основании теоремы функционал погрешности (2) и кубатурной формулы (1) для функций из 

класса ( )( )n

m TW2
, имеет оценку: 

( ) ( )
( )

( )
1/ 2

2

1/ 2 22 2 2
00 2

0 0

< , > 2
2

k
m

k mN
k k

f x f f k
k






 

 
    

 +  +   
   

  

   . 
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АСИМПТОТИЧЕСКИ ОПТИМАЛЬНОЙ РЕШЕТЧАТЫХ КУБАТУРНЫХ 

ФОРМУЛ С РЕГУЛЯРНЫМ СМЫСЛЕ  СОБОЛЕВА ПОГРАНИЧНЫМ СЛОЕМ В 

ПРОСТРАНСТВЕ ( )
p

H   . 

Жалолов О.И.,   Мухсинова М.Ш.,  Каримова С.Х. 

Бухарский государственный университет, Бухара, Узбекистан 

С. Л. Соболев в работах [1,2]  дал алгоритм построения кубатурных формул, названных им 

формулами с регулярным пограничным слоем  и оценил сверху с выделением главного члена норму 

функционала ошибки в пространстве ( )2

mU  . Настоящая работа посвящена исследованию для 

произвольного функционала погрешности решетчатых кубатурных формул в пространствах 

( )pH    и определение  асимптотически оптимальность кубатурных формул с регулярным смысле 

С. Л. Соболева пограничным слоем в пространстве ( )
p

H   . 

  Пусть   - ограниченная область с достаточно хорошей границей   в  
nE . Через 

0

( )pH


  

обозначим замыкание множества 
0 ( )C   в норме ( )p nH E

 и введем пространство  

0

( ) ( ) / ( \ )pp p n nH H E H E


  =    

с нормой     ( ) / ( ) inf ( ) / ( ) , ( ) ( )c

p p n pu x H u x H E u x H   =   ,   

где нижняя грань берется по всем продолжениям элемента  ( ) ( )pu x H    до элемента 

( ) ( )c

p nu x H E . Тогда ( )pH    становится Банаховым пространством. 

https://doi.org/10.1063/5.0057015
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