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УДК 517.516.87 

 

О НАХОЖДЕНИИ ЭЛЕМЕНТА РИССА И НОРМЫ ФУНКЦИОНАЛА ПОГРЕШНОСТИ 

КВАДРАТУРНОЙ ФОРМУЛЫ ТИПА ЭРМИТА В ПРОСТРАНСТВЕ СОБОЛЕВА 2 ( )mW R  

 

Жалолов Озоджон Исомидинович, 
заведующий кафедрой  

Прикладной математики и технологий программирования  

Бухарского государственного университета, доцент  

 o_jalolov@mail.ru, o.i.jalolov@buxdu.uz  

Махмудов Миржалол Максуд угли, 
независимый исследователь Бухарского государственного университета  

 

Аннотация. Как известно, приближѐнное вычисление определѐнных интегралов с 

максимальной точностью является одной из наиболее актуальных задач вычислительной 

математики. Это связано с тем, что большинство задач науки и техники сводятся к интегральным 

и дифференциальным уравнениям, а их решения выражаются с помощью определѐнных интегралов, 

которые во многих случаях не могут быть точно вычислены. Многие математики изучали эти 

проблемы. Существует несколько методов построения оптимальных квадратурных формул. 

В настоящей работе рассматриваются квадратурные формулы типа Эрмита и нахождение 

экстремальной функции, т.е. элементы Рисса и нормы функционала погрешности в непериодическом 

пространстве Соболева  2 ( )mW R .   

Ключевые слова: квадратурная формула, функциональная погрешность, пространство 

Соболева, обобщѐнная функция, функциональная пространство, норма, экстремальная функция. 

 

ON FINDING THE RIESSE ELEMENT AND THE NORM OF THE ERROR FUNCTIONAL 

OF A HERMITE-TYPE QUADRATURE FORMULA IN SOBOLEV SPACE 2 ( )mW R  

 

Abstract. It is known that the high-precision approximation of definite integrals is one of the most 

pressing problems in mathematics. This is because most problems in science and technology are reduced to 

integral and differential equations, and their solutions are expressed using definite integrals, which in most 

cases cannot be calculated exactly. Many mathematicians have studied these problems. There are several 

ways to construct optimal quadrature formulas. In this article, we consider quadrature formulas of the 

Hermitian type and find the extremal function, i.e. the Riesz element, and the norm of the error functional in 

a non-periodic Sobolev space. 

Keywords: quadrature formula, error functional, Sobolev space, generalized function, functional 

space, norm, extremal function. 

 

2 ( )mW R  SOBOLEV FAZOSIDA ERMIT TIPIDAGI KVADRATUR FORMULANING RISS 

ELEMENTINI VA XATOLIK FUNKSIONALI NORMASINI TOPISH 

 

Annotatsiya. Ma'lumki, aniq integrallarni yuqori aniqlikda taqribiy hisoblash, matematikaning eng 

dolzarb muammolaridan biridir. Buning sababi shundaki, fan va texnikadagi aksariyat masalalar integral va 

differensial tenglamalarga keltiriladi va ularning yechimlari aniq integrallar yordamida ifodalanadi, ko‘p 

hollarda ularni aniq hisoblab bo‘lmaydi. Ko'pgina matematiklar bu muammolarni o'rganishgan. Optimal 

kvadratura formulalarini qurishning bir necha usullari mavjud. 

Ushbu maqolada biz Ermit tipidagi kvadratura formulalarini ko'rib chiqamiz va davriy bo'lmagan 

2 ( )mW R  Sobolev fazosida ekstremal funktsiyani, ya'ni Riss elementini va xatolik funksionali normasini 

topamiz. 

Kalit so'zlar: kvadratur formula, xatolik funksionali, Sobolev fazosi, umumlashgan funksiya, 

funksional fazo, norma, ekstremal funktsiya. 

 

Введение. Работы многих авторов посвящены построению оптимальных квадратурных и 

кубатурных формул методами, предложенными С.Л.Соболевым (смотрите: 

[4],[5],[6],[12],[13],[14],[15]). На основе этого метода в работах (cмотрите: [16], [17], [18]) разработан 
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алгоритм для нахождения оптимальных коэффициентов весовых квадратурных формул в 

пространстве С.Л. Соболева    2

m
W R , и доказано существование и единственности этих формул.  

В работе [18] вычислены коэффициенты оптимальных решѐтчатых весовых квадратурных 

формул в пространстве С.Л. Соболева 2 ( )mW R . Если нам известны не только значения функции ( )f x  

в точках 
0 1, ,..., Nx x x  на отрезке  0,1 , но и значения еѐ производных того или иного порядка, то, 

естественно, что при правильном использовании всех этих данных, мы можем ожидать более точный 

результат, чем в случае использования только значений функции, т.е. такие формулы называются 

квадратурными формулами типа Эрмита (смотрите [7], [8], [9], [10], [11]). 

В настоящей работе рассматриваются именно квадратурные формулы типа Эрмита и 

нахождение экстремальной функции, т.е. элементы Рисса и нормы функционала погрешности в 

непериодическом пространстве С.Л. Соболева 
2 ( )mW R .    

Определение 1. Пространство 
2 ( )mW R  определяется как замыкание бесконечно 

дифференцируемых функций, заданных в R  и убывающих на бесконечность быстрее любой 

отрицательной степени в норме ([1], [19]) 

  
1/2

2
1 2 /2

2( ) ( ) = (1 ) ( ) ( ) .m mf x W R F y F f x y dx







  
    

  
  

Здесь F  и 1F   прямое и обратное преобразования Фурье: 

  2( ) ( ) = ( ) iyxF f x y f x e dx





  и   1 2( ) ( ) = ( ) .iyxF f x y f x e dx



 



  

При выполнении условия 1 2 /2

/2 2( ) = (1 ) ( ) ( )m

m x F y x L R       пространство 2 ( )mW R  

вкладывается в пространство непрерывных функции ( )C R . Условие вложения пространства 2 ( )mW R  

в пространство непрерывных функций ( )C R  является необходимым условием в функциональном 

подходе к теории квадратурных и кубатурных формул. 

Скалярное произведение в 2 ( )mW R  определяется как:  

   1 2 /2 1 2 /2< ( ), ( ) >= (1 ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( ) .m mx x F y F x y F y F x y dx   


 



            

2. Постановка задачи. В настоящей работе рассматривается следующая квадратурная 

формула: 

    
1 1

0 00

( ) ( )
N m

f x dx C f x
 

 
 



 

 ,                                                      (1) 

где соответственно, 
 

C


  и x  называют коэффициентами и узлами квадратурной формулы. 

Погрешностью квадратурной формулы называется разность:  

   
1 1

0 00

( ) ( )
N m

f x dx C f x
 

 
 



 

 =        
1 1

( )

0 00

( ) 1 ( ),
N m

f x dx C x x f x
  

 
 




 

     = 

       

                 

1 1 1
( )

0 00 0

1
( )

[0,1]

0 0

( ) 1 ( )

( ) 1 ( ) .

N m

N m

N N

f x dx C x x f x dx

x C x x f x dx x f x dx f

  

 
 

    

 

 



 



 

 

  

    

 
      

 

 

 

                     (2)  

Здесь   
( )N x


 - функционал погрешности квадратурной формулы (1), т.е. 

       
1

( )

[0,1]

0 0

( ) ( ) 1 ( )
N m

N x x C x x
  

 
 

 


 

    ,                                 (3) 

где [0,1]( )x  - индикатор отрезка [0,1] , ( )x - дельта функция Дирака и ( )f x  является 

элементом гильбертова пространства Соболева 2 ( )mW R  [1], назовем еѐ квадратурной формулой типа 

Эрмита. 
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Погрешность квадратурной формулы будет линейным и непрерывным функционалом из 

пространства *

2 ( ),mW R  сопряжѐнного к пространству 2 ( ),mW R  т.е.   *

2( ) ( )m

N x W R


 . 

Качество квадратурной формулы оценивается при помощи нормы функционала погрешности:  

 

 

*

2
0

2

( )
( ) = .sup( )

( ) ( )

Nm

N m
f

f
W Rx

f x W R





P P

                                                (4) 

Норма функционала погрешности  
( )N x


 зависит от коэффициентов C  и узлов x . Если  

 
 

 
0

* *

2 2
,

( ) ( ) = ( ) ( ) ,inf
m m

N N
C x

x W R x W R




 

                                         (5) 

то говорят, что функционал 
 0

N



 соответствует оптимальной квадратурной формуле в 2 ( )mW R . 

Таким образом, задача построения оптимальных квадратурных формул в пространстве *

2 ( ),mW R  

- это вычисления следующей величины: 

   
0

*

2
, || || 0

2

( ), ( )
| ( ) inf sup

( ) | ( )

Nm
N

mC x f

x f x
W R

f x W R 






 
 ,                                                              (6) 

где *

2 ( )mW R  - сопряжѐнное пространство к пространству 
2 ( )mW R . 

Эта задача состоит из двух частей: сначала мы должны вычислить норму 
  *

2( ) | ( )m

N x W R


 

функционала погрешности  
( )N x


 в пространстве *

2 ( )mW R , а потом минимизировать его по 

коэффициентам 
 

C


  и узлам x . Полная библиография приведена в [18]. В настоящей работе мы 

занимаемся решением первой части задачи, т.е. вычислением нормы 
  *

2( ) | ( )m

N x W R


 функционала 

погрешности   
( )N x


. 

Для этого мы используем понятие экстремальной функции функционала погрешности  
( )N x


, 

введѐнное С.Л. Соболевым [1].  

Определения 2. Функция  ( )x , для которой выполняется равенство: 

    *

2 2( ), ( ) ( ) | ( ) ( ) | ( )m m

N Nx x x W R x W R
 

    ,                                     (7) 

называется экстремальной функцией функционала погрешности  
( )N x


. 

Так как пространство 2 ( ),mW R  является гильбертовым, то по теореме Рисса об общем виде 

линейного непрерывного функционала (см[1]) существует единственная функция 2( ) ( ),mx W R   

для которой  
( ) ( ), ( ) ( ), ( )N x f x x f x                                               (8) 

и 
  *

2 2( ) | ( ) ( ) | ( )m m

N x W R x W R


 , где ( ), ( )x f x   - скалярное произведение двух функций 

( )x  и ( )f x  из пространства 2 ( )mW R . Напомним, что скалярное произведение ( ), ( )x f x   

определяется следующим образом: 

   1 1( ), ( ) ( ) [ ( )]( ) ( ) [ ( )]( )x f x F F x F F f x       


 



      

В частности, из (7) при ( )f x = ( )x  имеем:  

 

   

2

2

2
* *

2 2 2

( ), ( ) ( ), ( ) ( ) | ( )

( ) | ( ) . ( ) | ( ) ( ) | ( )

m

N

m m m

N N

x f x x f x x W R

x W R x W R x W R



 

 



   

 

                                       (9) 

Отсюда видно, что решения ( )x  уравнения (8) удовлетворяет уравнению (7) и являются 

экстремальной функцией. 
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Таким образом, для того чтобы вычислить норму функционала погрешности  
( )N x


, сперва 

надо решить уравнение (8) т.е. найти экстремальную функцию ( )x  а потом вычислить скалярное 

произведение    
2

*

2( ), ( ) ( ) | ( )m

N Nx f x x W R
 

  .  

Ниже мы найдѐм экстремальную функцию другим путѐм, т.е. с помощью преобразования 

Фурье обобщѐнных функций можно найти экстремальную функцию [19]. 

Далее, из теории преобразования Фурье обобщенных функций имеем: 

               1( ), ( ) [ ( )]( ), [ ( )]( ) ( ) [ ( )]( ), ( ) [ ( )]( )N N Nx f x F x F f x F x F f x
  

            

         1 1 1( ) [ ( )]( ) , ( ) [ ( )]( )NF F x F F f x


        .                                                           (10) 

Если в этом равенстве (10) полагать:  

     1 1 1( ) [ ( )]( ) ( ) [ ( )]( )NF F x F F x


         , т.е. если полагать 

  1 1( ) ( ) ( ) [ ( )]( ) ( )Nf x x F F x x


      ,                                                       

где     - нигде не обращающаяся в нуль действительна значная функция, т.е. ( ) 0    . 

То будем иметь: 

   
2

2( ), ( ) ( ), ( ) ( ) | ( )m

N Nx x x x x W R
 

      .                             (11) 

Отсюда следует, во-первых, что  

            

             

       

1 1 1 1 1

1
( )

[0,1]

0 0

1

[0,1] [0,1]

0 0

( ) ( ) [ ( )]( ) ( )

( ) 1 ( ) =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

N N

N m

m N m

N m

m m m m

x F F x x F F F x x

x x x x C x h

x x C x h y x y dy C x h

 

  


 

   

 
  

      

    

       

    



 



  

        

 
       

 

         



 
1

0 0

N m









    (12)  

где 1 1( ) [ ( )]( )m x F x    , здесь  2( ) 1 y    , тогда 1

2

1
( ) ( )

1

m

m x F x
y

 
  

   
   

. 

Как известно, что ( )m x - является фундаментальным решением дифференциального оператора,  

 
 

2

2 2
1

2

m

d

dx

 
 
 
 

,                                                         (13) 

удовлетворяющим равенство: 

 

2

2 2
1

2

m

d

dx

 
 
 
 

 m x =  x ,                                   (14) 

где [20] 

 2 1

2 2
0

(2 2)! 4e
( )

2 ( 1)! !( 1)!

kx m
k

m m
k

m k
x x

m k m k

 


 




 


  
                                               (15) 

и    
1, 0,

[ ]
0, 0.


 




 


  , т.е.    -дискретная дельта функция Дирака. 

Таким образом экстремальная функция имеет следующий вид 

( )x =    
1

[0,1]

0 0

( ) ( ) ( )
N m

m my x y dy C x h
 


 

   
 

 

                                                    (16) 

Так как ( )x  является экстремальной функцией функционала погрешности (3); 

во-вторых, нормы функционала погрешности имеют следующий вид: 

   

2
12

2 [0,1]

0 0

( ) | ( ) ( ) ( ) ( )
m N

m

N m mx W R y x y dy C x h
 


 

   
 



 

     dx,                      (17) 
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где  

 2 1

2 2
0

(2 2)! 2
( )

2 ( 1)! !( 1)!

kx m
k

m m
k

m ke
x x

m k m k

 


 




 


  
  

Этим доказана следующая теорема. 

Теорема. Экстремальная функция функционала погрешности (3) квадратурной формулы (1) 

имеет вид (16), квадрат нормы функционала погрешности над пространством  *

2 ( )mW R  имеет вид 

(17). 

Заключение. Большинство задач науки и техники сводятся к интегральным и 

дифференциальным уравнениям, а их решения выражаются с помощью определѐнных интегралов, 

которые во многих случаях не могут быть точно вычислены. Многие математики изучали эти 

проблемы. Существует несколько методов построения оптимальных квадратурных формул. 

С.Л. Соболев рассмотрел проблему построения оптимальных решѐтчатых формул над 

пространством    2

m nL R  и нахождение оптимальных коэффициентов свѐл к решению дискретной 

задачи типа Винера – Хопфа (смотрите [1]). 

В одномерном случае, т.е. в пространстве    2

m
L R , непрерывная задача Винера – Хопфа решена 

З.Ж. Жамоловым (см[2]). С.Л. Соболев, исследуя дискретную задачу типа Винера – Хопфа, доказал 

существование и единственность решения этой задачи и дал алгоритм для нахождения оптимальных 

коэффициентов кубатурных формул. В одномерном случае он свѐл нахождение оптимальных 

коэффициентов квадратурных формул при   1P x   в пространстве    2

m
L R к решению системы из 

2 2m  уравнений. 

В работе рассматриваются квадратурные формулы, которые участвуют значения функции и 

значения еѐ производных некоторого порядка, такие квадратурные формулы являются 

квадратурными формулами типа Эрмита. 

В настоящей работе рассматриваются именно квадратурные формулы типа Эрмита и 

нахождение экстремальной функции, т.е. элементы Рисса и нормы функционала погрешности в 

непериодическом пространстве Соболева  2 ( )mW R .   
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