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Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ñòàòüå ïðåäñòàâëåí ãàìèëüòîíèàí Hµ,λ, µ, λ > 0, ìîäåëè òðåõ÷àñòè÷-

íîé ðåøåòêè ñ èñïîëüçîâàíèåì íåëîêàëüíîãî ïîòåíöèàëà. Ðàññìàòðèâàåìûé ãàìèëüòîíèàí

äåéñòâóåò êàê òåíçîðíàÿ ñóììà äâóõ ìîäåëåé Ôðèäðèõñà hµ,λ, ÷òî îõâàòûâàåò âîçìóùåíèÿ

ðàíãà 2, àññîöèèðîâàííûå ñ ñèñòåìîé òðåõ êâàíòîâûõ ÷àñòèö íà d-ìåðíîé ðåøåòêå. Èññëåäó-

åòñÿ ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, àññîöèèðîâàííûõ ñ ãàìèëüòîíèàíîì. Êðîìå òîãî, äàþòñÿ

ïîäõîäÿùèå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ëîêàëèçîâàííûõ âíóòðè, â ïðî-

ìåæóòêå è ñíèçó ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà Hµ,λ.
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Äèñêðåòíûå îïåðàòîðû Øð¼äèíãåðà äåéñòâóþò êàê àíàëîãè òðåõ÷àñòè÷íîãî îïåðàòîðà
Øð¼äèíãåðà â R3, âîçíèêàþùåãî â ìîäåëÿõ ôèçèêè òâåðäîãî òåëà (ñì. [1]�[4]). Îïåðàòî-
ðû òàêîãî òèïà òàêæå âîçíèêàþò â ðåøåòî÷íîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, çà äàëüíåéøèìè
äåòàëÿìè ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê èñòî÷íèêó [5]. Â ðàáîòàõ [6]�[8] áûëè ïðåäñòàâëåíû ìî-
äåëè ãàìèëüòîíèàíîâ, àññîöèèðîâàííûå ñ ñèñòåìàìè òðåõ êâàíòîâûõ ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ
ïî òðåõìåðíîé ðåøåòêå Z3, èññëåäîâàëñÿ èõ ñóùåñòâåííûé ñïåêòð è ÷èñëî ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé. Áîëüøîé îáúåì èññëåäîâàíèé, êîòîðûå ìîæíî íàéòè â ëèòåðàòóðå, ïîñâÿùåí êî-
íå÷íîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé òàêèõ ìîäåëåé ãàìèëüòîíèàíîâ.
Ïðèñóòñòâèå ëîêàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ, ò. å. óìíîæåíèå îïåðàòîðîâ íà ôóíêöèþ, òèïè÷íî

èñïîëüçóåòñÿ â ëèòåðàòóðå ïî ôèçèêå. Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîòåíöèàëû ìîãóò äåéñòâîâàòü
íåëîêàëüíî, íàïðèìåð, â ñëó÷àå òåîðèè ïñåâäî-ïîòåíöèàëîâ, ñì. [9]. ×òî êàñàåòñÿ ïåðèîäè-
÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, îíè äåéñòâóþò êàê ñóììà ëîêàëüíîãî è êîíå÷íîìåðíîãî ïîòåíöèàëîâ.
Íåëîêàëüíûå îòäåëèìûå âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ òåë ÷àñòî èñïîëüçîâàëèñü â ÿäåðíîé ôèçèêå
è çàäà÷å ìíîãèõ òåë, ïîñêîëüêó óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ äâóõ òåë äëÿ íèõ ëåãêî ðåøà-
åòñÿ, ÷òî âëå÷åò ê çàìêíóòûì âûðàæåíèÿì äëÿ øèðîêîãî êëàññà òàêèõ âçàèìîäåéñòâèé.
Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ òåíçîðíàÿ ñóììà Hµ,λ, µ, λ > 0, äâóõ ìîäåëåé Ôðèäðèõ-

ñà hµ,λ ñ âîçìóùåíèÿìè ðàíãà 2. Èíòåðåñóþùèé íàñ ãàìèëüòîíèàí àññîöèèðîâàí ñ ñèñòåìîé
òðåõ êâàíòîâûõ ÷àñòèö íà d-ìåðíîé ðåøåòêå. Òàêèå îïåðàòîðû îáû÷íî âîçíèêàþò â ìîäå-
ëè Õàááàðäà [10]. Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ÷èñëà è ðàñïîëîæåíèÿ ñîáñòâåííûõ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 29.03.2023, ïîñëå äîðàáîòêè 07.05.2023. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 29.05.2023.
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çíà÷åíèé Hµ,λ. Ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ëîêà-
ëèçîâàííûõ âíóòðè, â ïðîìåæóòêå è ñíèçó ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà ãàìèëüòîíèàíà.

1. Íåêîòîðûå ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ìîäåëè Ôðèäðèõñà

Ïóñòü C, R, Z è N îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà âñåõ êîìïëåêñíûõ, âåùåñòâåí-
íûõ, öåëûõ è ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Äëÿ d ∈ N ïóñòü Td áóäåò d-ìåðíûì òîðîì.
�Ñëîæåíèå� è �óìíîæåíèå íà (âåùåñòâåííûé) ñêàëÿð� ýëåìåíòîâ èç Td ⊂ Rd áóäóò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ êàê îïåðàöèè íà Rd ïî ìîäóëþ (2πZ1)d. Íàïðèìåð, åñëè d = 4 è

a =

(
π

2
,
π

6
,−2π

3
,
2π

3

)
, b =

(
2π

3
,−5π

6
,−π

2
,
5π

6

)
∈ T4,

òî

a+ b =

(
−5π

6
,−2π

3
,
5π

6
,−π

2

)
, 6a = (π, π, 0, 0) ∈ T4.

Ïóñòü L2(Td) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç (êîìïëåêñíûõ) ôóíêöèé ñ èí-
òåãðèðóåìûì êâàäðàòîì, çàäàííûõ íà Td. Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ è ñàìîñîïðÿæåííóþ
ìîäåëü Ôðèäðèõñà hµ,λ, äåéñòâóþùóþ íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(Td) ïî ôîðìóëå

hµ,λ := h0,0 − µk1 + λk2,

ãäå h0,0 � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ u(·):
(h0,0g)(x) = u(x)g(x),

kα, α = 1, 2, � íåëîêàëüíûå (èíòåãðàëüíûå) îïåðàòîðû âçàèìîäåéñòâèÿ:

(kαg)(x) = vα(x)

∫
Td

vα(t)g(t)dt, α = 1, 2.

Çäåñü g ∈ L2(Td), µ, λ > 0 � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, u(·) è vα(·), α = 1, 2,
� âåùåñòâåííîçíà÷íûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, çàäàííûå íà Td.
Çàìåòèì, ÷òî ñàìîñîïðÿæåííûå ìîäåëè Ôðèäðèõñà, â êîòîðûõ ñóùåñòâåííûé ñïåêòð ìî-

æåò ñîäåðæàòü ëàêóíû, èññëåäîâàëèñü â [11]. Áûëà ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, íàõîäÿùèõñÿ â ïðîèçâîëüíîì èíòåðâàëå âíå ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà
ýòîãî îïåðàòîðà. Íàéäåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êîíå÷íîñòè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà. Ïðèìåíå-
íèå ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äàëî âîçìîæíîñòü ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ÷àñòíîé
ìîäåëè Ôðèäðèõñà ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â ëàêóíå, ïîëó÷åíà
èõ àñèìïòîòèêà. Â [12] áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ
ñíèçó ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà ìîäåëè Ôðèäðèõñà hµ(p) äëÿ âñåõ íåòðèâèàëüíûõ çíà÷åíèé p
ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî hµ(0) îáëàäàåò ðåçîíàíñîì ïîðîãà ðåàêöèè (âèðòóàëüíûé óðîâåíü)
èëè ïîðîãîâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Áîëåå òîãî, òàêæå ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèå ïîðîãà ðå-
àêöèè äëÿ îïðåäåëèòåëÿ Ôðåäãîëüìà, àññîöèèðîâàííîãî ñ ñåìåéñòâîì ìîäåëåé Ôðèäðèõñà.
×èñëî, ðàñïîëîæåíèå è óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îáîáùåííîé ìîäåëè
Ôðèäðèõñà èçó÷àþòñÿ â [13], [14]. Äëÿ îáîáùåííîé ìîäåëè Ôðèäðèõñà ñóùåñòâîâàíèå íà
ïîðîãîâûõ çíà÷åíèÿõ, âèðòóàëüíûé óðîâåíü (ðåçîíàíñ ïîðîãà ðåàêöèè) è ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ, ðàñïîëîæåííûå ïî îáåèì ñòîðîíàì ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà, èññëåäîâàëèñü â [15]�[17].
Ñóùåñòâîâàíèå òàê íàçûâàåìîãî äâóñòîðîííåãî ýôôåêòà Åôèìîâà äëÿ äâóìåðíîé ìàòðè-
öû îïåðàòîðà, àññîöèèðîâàííîãî ñ ðåøåòî÷íûìè ñèñòåìàìè äëÿ òðåõ÷àñòè÷íûõ âçàèìî-
äåéñòâèé áåç ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö äîêàçûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ èç [17].
Â [18] ñ ïîìîùüþ ïîðîãîâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è âèðòóàëüíûõ óðîâíåé èññëåäóåòñÿ
÷èñëåííûé äèàïàçîí îáîáùåííîé ìîäåëè Ôðèäðèõñà. Âû÷èñëåíèå ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà
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ñâåðõó è ñíèçó äâóìåðíîé ìàòðèöû îïåðàòîðà îòíîñèòåëüíî ðàçìåðíîñòè òîðà è êîíñòàíòû
âçàèìîäåéñòâèÿ âûïîëíåíî â [19].
Â äàííîé ðàáîòå, â îòëè÷èå îò âûøåóïîìÿíóòûõ èññëåäîâàíèé, ìû ïî áîëüøåé ÷àñòè

èçó÷àåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìîäåëè Ôðèäðèõñà hµ,λ, ðàñïîëîæåííûå ñëåâà è ñïðàâà îò
ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà. Çäåñü è íà ïðîòÿæåíèè ñòàòüè ñïåêòð, ñóùåñòâåííûé ñïåêòð è äèñ-
êðåòíûé ñïåêòð, ñîîòâåòñòâóþùèå ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðàì, îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî ÷åðåç σ(·), σess(·) è σdisc(·).
Ïî îïðåäåëåíèþ âîçìóùåíèå −µk1 +λk2 îïåðàòîðà h0,0 äåéñòâóåò êàê ñàìîñîïðÿæåííûé

îïåðàòîð ðàíãà 2. Ïî òåîðåìå Âåéëÿ [20] îá èíâàðèàíòíîñòè ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà ïðè
êîíå÷íûõ âîçìóùåíèÿõ ðàíãà 2 ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà hµ,λ ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì
h0,0:

σess(hµ,λ) = σ(h0,0) = [m;M ],

çäåñü âåëè÷èíû m è M çàäàíû ôîðìóëàìè

m := min
x∈Td

u(x), M := max
x∈Td

u(x).

Îïðåäåëèì àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ∆µ,λ(·) (îïðåäåëèòåëü Ôðåäãîëüìà, àññîöèèðîâàí-
íûé ñ îïåðàòîðîì hµ,λ) â C \ [m;M ] ðàâåíñòâîì

∆µ,λ(z) := ∆(1)
µ (z)∆

(2)
λ (z) + µλ(I12(z))

2,

ãäå ôóíêöèè ∆
(1)
µ (·) è ∆

(2)
λ (·) çàäàíû íà C \ [m;M ] êàê

∆(1)
µ (z) := 1− µI11(z), ∆

(2)
λ (z) := 1 + λI22(z),

ïðè÷åì

Iij(z) :=

∫
Td

vi(t)vj(t)dt

u(t)− z
, i, j = 1, 2.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà 1 õàðàêòåðèçóåò ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïå-
ðàòîðîâ hµ,λ è íóëÿìè ôóíêöèè ∆µ,λ(·).

Ëåììà 1. ×èñëî z ∈ C \ [m;M ] ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì hµ,λ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ∆µ,λ(z) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÷èñëî z ∈ C \ [m;M ] ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì hµ,λ, à

g ∈ L2

(
Td
)
� ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ âèäà

(u(x)− z)g(x)− µv1(x)

∫
Td

v1(t)g(t)dt+ λv2(x)

∫
Td

v2(t)g(t)dt = 0. (1)

Ìîæíî ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî z ∈ C \ [m;M ] ñîîòíîøåíèå u(x)− z 6= 0 âåðíî ïðè
âñåõ x ∈ Td. Òîãäà óðàâíåíèå (1) âëå÷åò

g(x) =
µv1(x)d1 − λv2(x)d2

u(x)− z
, (2)

ãäå

dα :=

∫
Td

vα(t)g(t)dt, α = 1, 2. (3)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (2) äëÿ g(·) â ðàâåíñòâî (3), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå (1)
èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ∆µ,λ(z) =
0. �
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Òàêèì îáðàçîì, èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà hµ,λ âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî

σdisc(hµ,λ) = {z ∈ C \ [m;M ] : ∆µ,λ(z) = 0}.
Ïîýòîìó

σ(hµ,λ) = [m;M ] ∪ {z ∈ C \ [m;M ] : ∆µ,λ(z) = 0}.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðà hµ,λ ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííûå ñàìî-

ñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû (ìîäåëü Ôðèäðèõñà ñ âîçìóùåíèåì ðàíãà 1) h
(1)
µ , h

(2)
λ , äåéñòâóþùèå

íà L2(Td) ïî ïðàâèëó

h(1)µ := h0,0 − µk1, h
(2)
λ := h0,0 + λk2. (4)

Ëåììà 2. ×èñëî z ∈ C \ [m;M ] ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì h
(1)
µ

(
h
(2)
λ

)
òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆
(1)
µ (z) = 0

(
∆

(2)
λ (z) = 0

)
.

Èç ëåììû 2 ïîëó÷àåì

σdisc(h
(1)
µ ) =

{
z ∈ C \ [m;M ] : ∆(1)

µ (z) = 0
}

;

σdisc(h
(2)
λ ) =

{
z ∈ C \ [m;M ] : ∆

(2)
λ (z) = 0

}
.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé h
(1)
µ,λ áóäåì èñïîëüçîâàòü

â ýòîé ñòàòüå åùå ñëåäóþùåå äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå.

Ïðåäïîëîæåíèå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

mes(supp{v1(·)} ∩ supp{v2(·)}) = 0, (5)

ãäå mes(·) � ìåðà Ëåáåãà íà R, à supp{vα(·)} � íîñèòåëü ôóíêöèè vα(·).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà 3 óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè hµ,λ è h
(1)
µ ,

h
(2)
λ .

Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå 1. ×èñëî z ∈ C\ [m;M ] ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì hµ,λ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà z ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îä-

íîãî èç îïåðàòîðîâ h
(1)
µ èëè h

(2)
λ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1 ÷èñëî z ∈ C \ [m;M ] ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì hµ,λ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆µ,λ(z) = 0. Åñëè ïðåäïîëîæåíèå 1 âåðíî, òî I12(z) = 0 äëÿ

ëþáîãî z ∈ R \ [m;M ]. Ïîýòîìó ∆µ,λ(z) = ∆
(1)
µ (z)∆

(2)
λ (z). Ïðèìåíåíèå ëåììû 2 çàâåðøàåò

äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3. �

Ïî ëåììå 3, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå 1, äèñêðåòíûå ñïåêòðû hµ,λ è h
(1)
µ , h

(2)
λ

ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

σdisc(hµ,λ) = σdisc

(
h(1)µ

)
∪ σdisc

(
h
(2)
λ

)
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîðû h
(1)
µ è h

(2)
λ èìåþò áîëåå ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, ÷åì hµ,λ.

Ââèäó ýòîãî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èãðàåò âàæíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì èçó÷åíèè ñïåêòðà
hµ,λ.

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü ïðåäïîëîæåíèå 1 âûïîëíÿåòñÿ. Îïåðàòîð hµ,λ èìååò íå áîëåå îäíîãî

ïðîñòîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ E
(1)
µ ñëåâà îò m è íå áîëåå îäíîãî ïðîñòîãî ñîáñòâåííîãî

çíà÷åíèÿ E
(2)
λ ñïðàâà îò M .
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2. Ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà òðåõ÷àñòè÷íîé ìîäåëè

Îáîçíà÷èì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷íûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ñ èí-

òåãðèðóåìûì êâàäðàòîì, äåéñòâóþùèõ íà
(
Td
)2
, ÷åðåç Ls

2

((
Td
)2)

. Ðàññìîòðèì ìîäåëü ãà-
ìèëüòîíèàíà â âèäå

Hµ,λ : Ls
2((Td)2)→ Ls

2((Td)2), Hµ,λ := H0,0 − µ(V11 + V12) + λ(V21 + V22), (6)

ãäå H0,0 � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ u(x) + u(y) :

(H0,0f)(x, y) = (u(x) + u(y))f(x, y),

à Vαβ, α, β = 1, 2 � íåëîêàëüíûå îïåðàòîðû âçàèìîäåéñòâèÿ:

(Vα1f)(x, y) = vα(x)

∫
Td

vα(t)f(t, y)dt, (Vα2f)(x, y) = vα(y)

∫
Td

vα(t)f(x, t)dt, α = 1, 2.

Çäåñü f ∈ Ls
2

((
Td
)2)

. Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðû Vα,β, α, β = 1, 2 � ÷àñòè÷íûå èíòåãðàëü-
íûå îïåðàòîðû ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì ðàíãà 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîð Hµλ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì è ñàìîñîïðÿæåííûì â Ls
2

((
Td
)2)

.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèè Iii(·), i = 1, 2, ìîíîòîííî âîçðàñòàþò íà èíòåðâàëàõ (−∞;m) è

(M ; +∞), òî ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå êî-
íå÷íûå èëè áåñêîíå÷íûå ïðåäåëû

I11(m) = lim
z→m−0

I11(z), I22(M) = lim
z→M+0

I22(z). (7)

Ïðåäïîëîæåíèå 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

|I11(m)| < +∞, |I22(M)| < +∞. (8)

Ïðèìåðû, ïðèâåäåííûå íèæå, ïîêàçûâàþò, ÷òî êëàññ ôóíêöèé u(·) è vα(·), α = 1, 2,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿì 1 è 2, íå ïóñò. ×òîáû äîêàçàòü ýòîò ôàêò äëÿ ñëó÷àÿ
d = 1, ðàññìîòðèì ôóíêöèè ñëåäóþùåãî âèäà:

u(x) = 1− cosx;

v1(x) =

{
sinx, x ∈ [0;π];
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

(9)

v2(x) = sinx− v1(x), x ∈ T.

Òîãäà m = 0, M = 2 è

I11(0) =

∫
T

v21(t)dt

u(t)
=

∫ π

0

(sin t)2dt

1− cos t
=

∫ π

0
(1 + cos t)dt = π;

I22(2) =

∫
T

v22(t)dt

u(t)− 2
=

∫ 0

−π

(sin t)2dt

1− cos t− 2
= −

∫ 0

−π
(1− cos t)dt = −π.

Ïîëîæèì

µ0 := (I11(m))−1, λ0 := −(I22(M))−1. (10)

Íàøèì ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïðåäïîëîæåíèÿ 1 è 2 âûïîëíÿþòñÿ, òîãäà

(i) äëÿ ëþáûõ 0 < µ ≤ µ0 è 0 < λ ≤ λ0 èìååì

σess(Hµ,λ) = [2m; 2M ], σpp(Hµ,λ) = ∅;
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(ii) äëÿ ëþáûõ µ > µ0 è 0 < λ ≤ λ0 ÷èñëî 2E
(1)
µ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñîáñòâåííûì çíà÷å-

íèåì Hµ,λ è

σess(Hµ,λ) =
[
E(1)
µ +m;E(1)

µ +M
]
∪ [2m; 2M ], σpp(Hµ,λ) =

{
2E(1)

µ

}
;

(iii) äëÿ ëþáûõ 0 < µ ≤ µ0 è λ > λ0 ÷èñëî 2E
(2)
λ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèåì Hµ,λ è

σess(Hµ,λ) = [2m; 2M ] ∪
[
E

(2)
λ +m;E

(2)
λ +M

]
, σpp(Hµ,λ) =

{
2E

(2)
λ

}
;

(iv) äëÿ ëþáûõ µ > µ0 è λ > λ0 ÷èñëà 2E
(1)
µ è 2E

(2)
λ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè Hµ,λ. Áîëåå òîãî, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

σess(Hµ,λ) =
[
E(1)
µ +m;E(1)

µ +M
]
∪ [2m; 2M ] ∪

[
E

(2)
λ +m;E

(2)
λ +M

]
;

σpp(Hµ,λ) =
{

2E(1)
µ ;E(1)

µ + E
(2)
λ ; 2E

(2)
λ

}
.

Ðèñ. 1. Ñïåêòð Hµ,λ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Èç îïðåäåëåíèé Hµ,λ è hµ,λ ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

Hµ,λ = hµ,λ ⊗ I + I ⊗ hµ,λ,

ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð íà L2

(
Td
)
.

Ïîýòîìó ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû î ñïåêòðå òåíçîðíîé ñóììû äâóõ îïåðàòîðîâ ïîëó-
÷àåì

σ(Hµ,λ) = σ(hµ,λ) + σ(hµ,λ). (11)

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ 1 è 2, òîãäà ëåãêî óâèäåòü, ÷òî

lim
z→−∞

∆(1)
µ (z) = lim

z→+∞
∆(1)
µ (z) = 1; (12)

lim
z→−∞

∆
(2)
λ (z) = lim

z→+∞
∆

(2)
λ (z) = 1. (13)

(i) Ïóñòü 0 < µ ≤ µ0. Ôóíêöèÿ ∆
(1)
µ (·) ìîíîòîííî óáûâàåò íà (−∞;m). Ïîýòîìó äëÿ âñåõ

z ∈ (−∞;m) èìååì

∆(1)
µ (z) > ∆(1)

µ (m) ≥ ∆(1)
µ0 (m) = 1− µ0I11(m) = 0. (14)

Â ñîîòíîøåíèè, çàäàííîì ðàâåíñòâîì (14), ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ∆
(1)
µ (z) > 0 äëÿ âñåõ

z < m è µ ∈ (0;µ0]. Ïî ëåììå 2 îïåðàòîð h
(1)
µ íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ëåæàùèõ

ñëåâà îò m.
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Àíàëîãè÷íî ∆
(2)
λ (z) > 1 äëÿ âñåõ z < m è λ > 0. Ïî ëåììå 2 îïåðàòîð h

(2)
λ íå èìååò

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ëåæàùèõ ñëåâà îò m.

Ïóñòü 0 < λ ≤ λ0. Ôóíêöèÿ ∆
(2)
λ (z) ìîíîòîííî ðàñòåò íà èíòåðâàëå (M ; +∞). Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ âñåõ z ∈ (M ; +∞) èìååì

∆
(2)
λ (z) > ∆

(2)
λ (M) ≥ ∆

(2)
λ0

(M) = 1 + λ0I22(M) = 0. (15)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (15) î÷åâèäíî, ÷òî ∆
(2)
λ (z) > 0 äëÿ âñåõ z > M è λ ∈ (0;λ0]. Ïî ëåììå 2

îïåðàòîð h
(2)
λ íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ëåæàùèõ ñïðàâà îò M .

Çàìåòèì, ÷òî ∆
(1)
µ (z) > 1 äëÿ âñåõ z > M è µ > 0. Ïî ëåììå 2 îïåðàòîð h

(1)
µ íå èìååò

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ëåæàùèõ ñïðàâà îò M .
Òàêèì îáðàçîì, åñëè 0 < µ ≤ µ0 è 0 < λ ≤ λ0, òî ïî ëåììå 3 îïåðàòîð hµ,λ íå èìååò

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èç ìíîæåñòâà R \ [m;M ]. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

σdisc(hµ,λ) = ∅, σ(hµ,λ) = σess(hµ,λ) = [m;M ],

îòêóäà ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (11) ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî

σess(Hµ,λ) = [2m; 2M ], σpp(Hµ,λ) = ∅.

(ii) Ðàññìîòðèì µ > µ0. Ïî îïðåäåëåíèþ ∆
(1)
µ (m) è µ0 ïîëó÷àåì

∆(1)
µ (m) < ∆(1)

µ0 (m) = 0.

Ìîíîòîííûé ðîñò è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè ∆
(1)
µ (·) íà èíòåðâàëå (−∞,m) îáåñïå÷èâàþò

ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà E
(1)
µ ∈ (−∞,m) òàêîãî, ÷òî ∆

(1)
µ

(
E

(1)
µ

)
= 0. Ïî ëåììå 2 ýòî ÷èñëî E

(1)
µ

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì h
(1)
µ .

Â ñëó÷àå (i) íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ > 0 îïåðàòîð h
(2)
λ íå èìååò ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé èç èíòåðâàëà (−∞,m), à äëÿ ëþáûõ µ > 0 è λ ∈ (0, λ0] îïåðàòîðû h
(1)
µ

è h
(2)
λ íå èìåþò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èç èíòåðâàëà (M,∞).
Ñëåäîâàòåëüíî ïî ëåììå 3 äëÿ ëþáûõ µ > µ0 è 0 < λ ≤ λ0 îïåðàòîð hµ,λ èìååò åäèí-

ñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå E
(1)
µ è

σdisc(hµ,λ) =
{
E(1)
µ

}
, σ(hµ,λ) =

{
E(1)
µ

}
∪ [m;M ].

Ââèäó ðàâåíñòâà (11) äëÿ ëþáûõ µ > µ0 è 0 < λ ≤ λ0 ÷èñëî 2E
(1)
µ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì Hµ,λ è

σess(Hµ,λ) =
[
E(1)
µ +m;E(1)

µ +M
]
∪ [2m; 2M ], σpp(Hµ,λ) =

{
2E(1)

µ

}
.

(iii) Ïóñòü 0 < µ ≤ µ0 è λ > λ0. Òîãäà îïåðàòîð hµλ íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èç

èíòåðâàëà (−∞, 0), à îïåðàòîð h
(1)
µ íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èç èíòåðâàëà (M,∞),

ñì. ñëó÷àé (i).
Ïóñòü λ > λ0. Òîãäà

∆
(2)
λ (M) < ∆

(2)
λ0

(M) = 0.

Ôóíêöèÿ ∆
(2)
λ (·) ìîíîòîííî óáûâàåò è íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (M,∞), ïîýòîìó ñóùåñòâó-

åò ÷èñëî E
(2)
λ òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ∆

(2)
λ

(
E

(2)
λ

)
= 0. Ïî ëåììå 2 ÷èñëî E

(2)
λ
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ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà h
(2)
λ , è â òî æå âðåìÿ ïî ëåììå 3 ýòî ÷èñëî ÿâ-

ëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì hµ,λ. Èòàê, åñëè 0 < µ ≤ µ0 è λ > λ0, òî ïî ëåììå 3 îïåðàòîð

hµ,λ èìååò åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå E
(2)
λ , ëåæàùåå âíå îòðåçêà [m,M ], è

σdisc(hµ,λ) =
{
E

(2)
λ

}
, σ(hµ,λ) = [m;M ] ∪

{
E

(2)
λ

}
.

Èç ðàâåíñòâà (11) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ 0 < µ ≤ µ0 è λ > λ0 ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî 2E
(2)
λ

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì Hµ,λ è

σess(Hµ,λ) = [2m; 2M ] ∪
[
E

(2)
λ +m;E

(2)
λ +M

]
, σpp(Hµ,λ) =

{
2E

(2)
λ

}
.

(iv) Ïóñòü µ > µ0 è λ > λ0. Òîãäà îïåðàòîð hµ,λ èìååò åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷å-

íèå E
(1)
µ èç èíòåðâàëà (−∞;m) è åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå E

(2)
λ èç (M ; +∞) (ñì.

ñëó÷àè (ii) è (iii)). Â ñâîþ î÷åðåäü îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

σdisc(hµ,λ) =
{
E(1)
µ

}
∪
{
E

(2)
λ

}
, σ(hµ,λ) =

{
E(1)
µ

}
∪ [m;M ] ∪

{
E

(2)
λ

}
,

à èç ñîîòíîøåíèÿ (11) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ µ > µ0 è λ > λ0 ÷èñëà 2E
(1)
µ è 2E

(2)
λ

ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè Hµ,λ. Áîëåå òîãî, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

σess(Hµ,λ) =
[
E(1)
µ +m;E(1)

µ +M
]
∪ [2m; 2M ] ∪

[
E

(2)
λ +m;E

(2)
λ +M

]
;

σpp(Hµ,λ) =
{

2E(1)
µ ;E(1)

µ + E
(2)
λ ; 2E

(2)
λ

}
.

�

Â óòâåðæäåíèè (iv) ðàñïîëîæåíèå ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ E
(1)
µ + E

(2)
λ îïåðàòîðà Hµ,λ çà-

âèñèò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ µ > 0 è λ > 0. Ñ ïîìîùüþ âûáîðà µ > 0 è λ > 0 ìîæíî

ïîëó÷èòü E
(1)
µ + E

(2)
λ ∈ σess(Hµ,λ).

Çàêëþ÷åíèå. Â ýòîé ñòàòüå ìû ïîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé µ0 è
λ0 ïàðàìåòðîâ µ è λ, ÷òî µ > µ0, λ > λ0 è ýòè çíà÷åíèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ ñëåâà è ñïðàâà îò ñó-
ùåñòâåííîãî ñïåêòðà ìîäåëè Ôðèäðèõñà. Ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî ñïåêòðà òåíçîðíîé ñóì-
ìû äâóõ îïåðàòîðîâ ïîçâîëÿþò íàì îïðåäåëèòü ñóùåñòâåííûé ñïåêòð è äèñêðåòíûé ñïåêòð
äëÿ ãàìèëüòîíèàíà òðåõ÷àñòè÷íîé ðåøåòêè. Êðîìå òîãî, íàìè ïîêàçàíî, ÷òî ãàìèëüòîíèàí
òðåõ÷àñòè÷íîé ðåøåòêè èìååò ðîâíî äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ïðè ëþáûõ µ > µ0 è λ > λ0.
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B.I. Bahronov, T.H.Rasulov, and M.Rehman

Conditions for the existence of eigenvalues of a three-particle lattice model Hamiltonian

Abstract. In this article, we present a three-particle lattice model Hamiltonain Hµ,λ, µ, λ > 0 by

making use of non-local potential. The Hamiltonian under consideration acts as a tensor sum of

two Friedrichs models hµ,λ which comprises a rank 2 perturbation associated with a system of

three quantum particles on a d-dimensional lattice. The current study investigates the number

of eigenvalues associated with the Hamiltonian. Furthermore, we provide the suitable conditions

on the existence of eigenvalues localized inside, in the gap and below the bottom of the essential

spectrum of Hµ,λ.
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