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UO‘K: 512 

 

UCH O‘LCHAMLI QO‘ZG‘ALISHGA EGA UMUMLASHGAN FRIDRIXS MODELINING 

XOS QIYMATLARI HAQIDA 

 

Sayliyeva Gulrux Rustam qizi, 

Buxoro davlat universiteti, Buxoro, O‗zbekiston 

g.r.saylieva@buxdu.uz 

 

Annotatsiya. Ushbu maqolada uch o‗lchamli qo‗zg‗alishga ega bo‗lgan ,  umumlashgan 

Fridrixs modelining xos qiymatlari o‗rganilgan. Dastlab  operatorning muhim spektri mashhur Veyl 

teoremasidan foydalanib aniqlangan, so‗ngra uning diskret spektri tahlil qilingan.  operator xos 

qiymatlarini o‗rganish masalasi bir va ikki o‗lchamli qo‗zg‗alishga ega operatorlarning xos qiymatlarini 

o‗rganish masalasiga keltirilgan. Qurilgan yordamchi operatorlar xos qiymatlarining mavjudlik shartlari 

topilgan.  

Kalit so‘zlar: umumlashgan Fridrixs modeli, qo‗zg‗alish operatori, muhim spektr, Fredgolm 

determinanti, diskret spektr. 

 

Abstract. In this article, the eigenvalues of the generalized Friedrichs model ,  with 

perturbation of rank three are studied. First, the essential spectrum of the operator  was determined 

using the famous Weyl's theorem, and then its discrete spectrum was analyzed. The problem of the 

investigation of the eigenvalues of the operator  is reduced to the study of the eigenvalues of the 

operators with perturbation rank one and two. The existence conditions for the eigenvalues of the 

constructed auxillary operators. 

Keywords: generalized Friedrichs model, perturbation operator, essential spectrum, Fredholm 

determinant, discrete spectrum. 

 

Аннотация. В данной статье исследуются собственные значения обобщѐнной модели 

Фридрихса ,  с трѐхмерным возмущением. Сначала определяется его существенный 

спектр с помощью знаменитой теоремы Вейля, а затем анализируется его дискретный спектр. 

Задача исследования собственных значений оператора  приведена к изучению собственных 

значений операторов с одномерным и двумерным возмущением. Найдены условия существования 

собственных значений построенных вспомогательных операторов. 

Ключевые слова: обобщѐнная модель Фридрихса, оператор возмущения, существенный 

спектр, определитель Фредгольма, дискретный спектр. 

 

Kirish. Kvant mexanikasi, statistik mexanika, gidrodinamika va ko‗plab sohalarda Fridrixs modeli va 

umumlashgan Fridrixs modeli deb ataluvchi operatorlar uchrab turadi. Bunday turdagi operatorlar xos 

qiymatlari soni, joylashuv o‗rni va ularning mavjudlik shartlarini aniqlash operatorlar nazariyasining ko‗p 

o‗rganiladigan obyektlaridan hisoblanadi. Mazkur maqolada Fok fazosining qirqilgan ikki zarrachali qism 

fazosida ta‘sir qiluvchi umumlashgan Fridrixs modeli qaraladi. Bu model chiziqli, chegaralangan va o‗z-

o‗ziga qo‗shma operator bo‗lib, panjaradagi soni saqlanmaydigan va ikkitadan oshmaydigan zarrachalar 

sistemasiga mos keladi. U ikkinchi tartibli operatorli matritsa ko‗rinishiga ega. Birinchi diagonal elementi 

songa ko‗paytirish operatori, ikkinchi diagonal element esa bir o‗lchamli qo‗zg‗alishga ega Fridrixs 

modelidir. Diagonal bo‗lmagan elementlari zamonaviy matematik fizikaga paydo qilish va yo‗qotish 

operatorlari deyiladi.  

Ta‘kidlash lozimki, uch zarrachali diskret Shryodinger operatorlarning muhim va diskret spektrlarini 

tadqiq qilishda ikki zarrachali diskret Shryodinger operatori muhim ahamiyat kasb etadi. Panjaradagi soni 

saqlanmaydigan va uchtadan oshmaydigan zarrachalar sistemasiga mos uchinchi tartibli operatorli 

matritsalarning muhim va diskret spektrlarini tavsiflashda ikki zarrachali diskret Shryodinger operatori rolini 

umumlashgan Fridrixs modeli o‗ynaydi. Bunday operatorli matritsalar uchun uch zarrachali diskret 

Shryodinger operatori uchun o‗rinli bo‗lgan xossalar ko‗plab ishlarda o‗rganilgan. Uch zarrachali diskret 
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Shryodinger operatori uchun o‗rinli bo‗lmagan ―ikki yoqlama Yefimov hodisa‖si operatorli matritsalar 

uchun o‗rinli bo‗lishini [1,2] ishlarda o‗rganilgan hamda xos qiymatlar soni uchun asimptotik formula 

topilgan. Bunda umumlashgan Fridrixs modeli uchun muhim spektrning chap va o‗ng chegaralari bir vaqtda 

xos qiymat yoki virtual sath bo‗lish shartlari [3,4] ishlarda tahlil qilingan. O‗rganilgan model ikki o‗lchamli 

qo‗zg‗alishga ega ekanligini qayd qilish lozim.  

 kompleks sonlar maydoni,  bir o‗lchamli  torda aniqlangan kvadrati bilan 

integrallanuvchi (kompleks qiymatli) funksiyalarning Gilbert fazosi bo‗lsin.  va  

fazolarning to‗g‗ri yig‗indisidan tashkil topgan  Gilbert fazosida quyidagi operatorli matritsani 

qaraymiz: 

 
Odatda bu operatorli matritsaga umumlashgan Fridrixs modeli deb ataladi. Bu yerda -nomanfiy 

haqiqiy sonlar,  operatorli matritsaning va  elementlari quyidagicha 

aniqlangan: 

 

 

 
Bu yerda  va  fiksrlangan haqiqiy sonlar, , ,  operator  operatorga qo‗shma 

operator. Sodda hisoblashlar yordamida 

,  

ekanligini hosil qilamiz. Funksional analiz elementlaridan foydalanib,  umumlashgan Fridrixs 

modelining chiziqli chegaralangan va o‗z-o‗ziga qo‗shma operator ekanligi tekshiriladi.  

 Umumlashgan Fridrixs modelining xos qiymatlari. 

 Ta‘kidlash joizki,  operatorli matritsaga  umumlashgan Fridrixs modelining qo‗zg‗almas 

operatori deyiladi.  operatorining qo‗zg‗alish operatori uch o‗lchamli operatorli matritsa bo‗ladi. Chekli 

o‗lchamli qo‗zg‗alishlarda muhim spektrning o‗zgarmasligi haqidagi mashhur Veyl teoremasiga asosan  

umumlashgan Fridrixs modelining muhim spektri  operatorli matritsaning muhim spektriga teng bo‗ladi, 

ya‘ni . Aniqlanishiga ko‗ra,  operatorli matritsaning muhim spektri 

funksiyaning qiymatlar to‗plamidan iborat. Shu sababli  

bo‗ladi. Demak  tenglik o‗rinli ekan. Endi  umumlashgan Fridrixs modelining 

diskret spektrini o‗rganish maqsadida mos ravishda  va  Gilbert fazolarida  

 
kabi aniqlangan operatorlarni qaraymiz.  sohada aniqlangan ushbu: 

 

 

funksiyalarni qaraymiz. Odatda bu funksiyalarga mos ravishda  va  operatorlari uchun 

Fredgolm determinantlari deyiladi [5]. 

Quyidagi lemma  operatorning xos qiymatlari va  funksiyaning nollari orasidagi 

bog‗lanishni ifodalaydi. 
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1-lemma.  soni  operatorning xos qiymati bo‗lishi uchun   

tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir. 

Isbot. Zaruriyligi. Faraz qilaylik,  soni  operatorning xos qiymati, 

,  unga mos xos vektor-funksiya bo‗lsin. U holda  va  elementlar  

 
tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi. ekanligidan barcha  lar uchun ushbu 

munosabat bajarilishini hosil qilamiz. 

 
(4) tenglamalar sistemasining ikkinchi tengligidan  uchun 

 
ifodani hosil qilamiz.  uchun topilgan (6) ifodani (4) tenglamalar sistemasining birinchi 

tengligiga qo‗yib,  

 
tenglikni hosil qilamiz. Agar (7)-tenglikda  bo‗lsa, u holda (6)-ifodaga ko‗ra  bo‗lishi 

kelib chiqadi. Bu esa ,  ning  xos qiymatga mos xos-vektor funksiyasi bo‗lishiga ziddir. Shu 

sababli  

 

tenglik bajarilishi kelib chiqadi. Ya‘ni . 

Yetarliligi. Faraz qilaylik, biror  soni uchun  tenglik o‗rinli bo‗lsin. U 

holda va koordinatalari (6)-munosabat bilan bog‗langan , , ( ) vektor-funksiya 

 
tenglikni qanoatlantiradi va  munosabat bajariladi. Shu sababli ta‘rifga ko‗ra  

soni  operatorning xos qiymati bo‗ladi. Lemma isbotlandi. 

Endi operatorning xos qiymati va  funksiyaning nollari orasidagi bog‗lanishni ifodalovchi 

tasdiqni keltiramiz. 

2-lemma.   soni operatorning xos qiymati bo‗lishi uchun    

tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir. 

Isbot. Zaruriyligi. Faraz qilaylik,  soni  operator uchun xos qiymat,   esa 

 xos qiymatga mos xos funksiya bo‗lsin. U holda  funksiya 

 
tenglikni qanoatlantiradi. Ushbu 

 
belgilashni kiritamiz. U holda (5)-munosabatni inobatga olib, (9)-tenglikdan  uchun 
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ifodani hosil qilamiz.  uchun topilgan (11)-ifodani (10)-belgilashga qo‗yib,  

 
tenglikni hosil qilamiz. Agar oxirgi tenglikda  bo‗lsa, u holda (11)-munosabatdan  

bo‗lishi kelib chiqadi. Bu esa  ning  xos qiymatga mos xos funksiyasi bo‗lishiga ziddir. Shu sababli 

 

tenglik bajariladi. Ya‘ni . 

Yetarliligi. Faraz qilaylik, biror  soni uchun  tenglik o‗rinli bo‗lsin. U 

holda (11)-tenglik yordamida aniqlangan funksiya  tenglikni qanoatlantiradi va  

munosabat bajariladi. Shu sababli  son  operatorning xos qiymati bo‗ladi. Lemma 

isbotlandi. 

Quyidagi teorema  hamda  va  operatorlar xos qiymatlari orasidagi bog‗lanishni 

ifodalaydi. 

1-teorema.  soni  operatorning xos qiymati bo‗lishi uchun bu  soni uning  

va  operatorlardan kamida bittasining xos qiymati bo‗lishi zarur va yetarlidir. 

Isbot. Faraz qilaylik, biror  soni  operatorning xos qiymati va ,  unga 

mos xos vektor-funksiya bo‗lsin. U holda  va  elementlar quyidagi tenglamalar sistemasini 

qanoatlantiradi: 

 
Yuqoridagi (10)-belgilashdan foydalanib, (13)-tenglamalar sistemasining ikkinchi tenglamasidan 

 uchun  

 
ifodani hosil qilamiz. 

 uchun topilgan (14)-ifodani (13)-sistemaning birinchi tenglamasiga qo‗yamiz hamda (10)-

belgilashdan foydalanamiz. U holda  

 
tenglamalar sistemasi hosil bo‗ladi. (15)-tenglamalar sistemasi tarkibidagi ushbu 
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integralda integral osti funksiyasi toq funksiya bo‗lganligi sababli uning nolga nisbatan simmetrik 

oraliq bo‗yicha integrali nolga teng, ya‘ni 

 
U holda (15)-tenglamalar sistemasi quyidagi ko‗rinishga keladi: 

 
(17)-tenglamalar sistemasi nolmas yechimga ega bo‗lishi uchun  

 
ya‘ni  bo‗lishi zarur va yetarlidir. Bundan  soni 

operatorning xos qiymati bo‗lishi uchun  va  tengliklarning kamida bittasining 

bajarilishi zarur va yetarli ekanligini hosil qilamiz.  

 operatorning xos qiymatlar soni va joylashuv o‗rnini aniqlash maqsadida quyidagi hisoblashlarni 

amalga oshiramiz. Dastlab,  ni hisoblaymiz: 

 

Ko‗rinib turibdiki, agar  bo‗lsa, u holda ixtiyoriy  uchun  tengsizlik o‗rinli. 

Shu sababli  tenglikdan hamda  funksiyaning  oraliqda uzluksiz, monoton 

kamayuvchi ekanligidan  funksiya  oraliqda yagona nolga teng ekanligi kelib chiqadi. Demak, 

1-lemmaga ko‗ra ixtiyoriy  soni uchun  operator  oraliqda yagona xos qiymatga ega 

bo‗ladi. Faraz qilaylik,  bo‗lsin. U holda ixtiyoriy  lar uchun  operator  

oraliqda yotuvchi yagona xos qiymatga ega bo‗ladi. 

Endi  ni hisoblaymiz: 

 

 
Shu sababli ixtiyoriy  soni uchun  operator  dan o‗ngda yotuvchi yagona xos qiymatga 

ega.  

 operatorning xos qiymatlarini o‗rganish maqsadida  ni hisoblaymiz: 
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Agar  bo‗lsa, u holda  tenglikdan hamda  funksiyaning  

oraliqda uzluksiz, monoton o‗suvchi ekanligidan  operator  dan chapda yotuvchi xos qiymatlarga ega 

emas. Ixtiyoriy  soni uchun  operator  dan chapda yotuvchi yagona xos qiymatga ega.  

funksiyaning aniqlanishiga ko‗ra istalgan  uchun barcha  soni uchun  tengsizlik 

o‗rinli. Bu esa o‗z navbatida ixtiyoriy  soni uchun  operator  dan chapda yotuvchi xos 

qiymatlarga ega emas.  

Olingan natijalar hamda 1- va 2- lemmalarni inobatga olsak 1-teorema to‗la isbot bo‗ladi. 

Xulosa. Ushbu maqolada ikkinchi tartibli operatorli matritsa ko‗rinishdagi ,  

umumlashgan Fridrixs modeli Fok fazosining qirqilgan ikki zarrachali qism fazosidagi chiziqli 

chegaralangan o‗z-o‗ziga qo‗shma operator sifatida qaralgan.  operatorning muhim spektri topilgan.  

operatorning xos qiymatlarini o‗rganish masalasi nisbatan sodda ko‗rinishga ega ikkita  va  

operatorlarning xos qiymatlarini o‗rganish masalasiga keltirilgan hamda ular orasida bog‗lanish o‗rnatilgan. 

 va  operatorlarga mos Fredgolm determinantlari qurilgan. 
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