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Annotatsiya. Ushbu maqolada parametrga bog‘liq 𝑛 – tartibli differensial 

tenglamalarni Grin funksiyasi orqali integral tenglamaga keltirish usuli 

tushuntirilgan. Bugungi kunda integral tenglamalarning matematik-fizika 

masalalari, differensial tenglamalar, funksional analiz, integral operatorlar 

nazariyasi singari matematikaning ko`plab muhim sohalarida samarali 

tadbiqlari mavjud. 

Kalit so‘zlar: parametrga bog‘liq 𝑛 – tartibli differensial tenglama, Grin 

funksiyasi, chegaraviy masala, Fredgolm integral tenglamasi, integral 

tenglamaning yadrosi. 
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Annotation. This article explains the method of reducing parameter-

dependent n-order differential equations to an integral equation using Green's 

function. Today, integral equations have effective applications in many 

important areas of mathematics, such as mathematical-physical problems, 

differential equations, functional analysis, theory of integral operators. 

Key words: parameter dependent n-order differential equation, Green's 

function, boundary value problem, Fredholm integral equation, kernel of 

integral equation. 
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Бухарский государственный университет, физико-математический 

факультет 

 

Абстракт. В этой статье объясняется метод сведения 

дифференциальных уравнений n-го порядка, зависящих от параметра, к 

интегральному уравнению с использованием функции Грина. Сегодня 

интегральные уравнения находят эффективные приложения во многих 

важных областях математики, таких как математико-физические задачи, 

дифференциальные уравнения, функциональный анализ, теория 

интегральных операторов. 

Ключевые слова: дифференциальное уравнение n-го порядка, 

зависящее от параметра, функция Грина, краевая задача, интегральное 

уравнение Фредгольма, ядро интегрального уравнения. 

 

Bizga quyidagi ko‘rinishda  ℎ   parametrga bog‘liq chegaraviy masala 

berilgan bo‘lsin: 

𝐿[𝑦] = 𝑥ℎ + ℎ(𝑥)                                                      (1) 

𝑉𝑘(𝑦) = 0, 𝑘 = 1,2, … , 𝑛                                         (2) 

Bunda 

𝐿[𝑦] = 𝜌0(𝑥)𝑦
(𝑛)(𝑥) + 𝜌1(𝑥)𝑦

(𝑛−1)(𝑥) + ⋯+ 𝜌𝑛(𝑥)𝑦(𝑥) 

bo‘lib, (2.3.2)  uchun esa quyidagi tenglik o‘rinli: 

𝑉𝑘(𝑦) = 𝛼𝑘𝑦(𝑎) + 𝛼𝑘
(1)𝑦`(𝑎) + ⋯+ 𝛼𝑘

(𝑛−1)𝑦(𝑛−1)(𝑎) + 𝛽𝑘𝑦(𝑏) + 𝛽𝑘
(1)𝑦`(𝑏) + ⋯

+ 𝛽𝑘
(𝑛−1)𝑦(𝑛−1)(𝑏),             𝑘 = 1,… , 𝑛 

𝑉1, 𝑉2, … , 𝑉𝑛 lar  chiziqli forma deb nomlanib, o‘zaro chiziqli bog‘liqsiz 

sistemani tashkil qiladi. 

ℎ(𝑥) − x o‘zgaruvchining uzluksiz funksiyasi,  𝜆 − ixtiyoriy parameter [2-5]. 

Dastlab  ℎ(𝑥) ≡ 0  uchun  bir jinsli  chegaraviy masalani qaraymiz 

𝐿[𝑦] = 𝜆𝑦,     𝑉𝑘(𝑦) = 0   (𝑘 = 1,2, … , 𝑛)                           (3) 

(3) chegaraviy masalaning 𝑦(𝑥) nolmas yechimlarga ega bo‘ladigan  𝜆 ning 

qiymatlari  (3)  chegaraviy masalaning  xos qiymatlari deb ataladi va bu nolmas 

yechimlarning o‘zi shu   𝜆   xos qiymatga mos xos funksiya deyiladi. 

1. Teorema [1].  Agar   𝐿[𝑦] = 0, 𝑉𝑘(𝑦) = 0   𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅ 

chegaraviy masala uchun Grin funksiyasi mavjud bo‘lsa,  u holda (1) va (2) 

chegaraviy masalaning yechimi quyidagi integral tenglamaga ekvivalent 

bo‘ladi: 

𝑦(𝑥) = 𝜆∫𝐺(𝑥, 𝜉)𝑦(𝜉)𝑑𝜉 + 𝑓(𝑥)                                   (4)

𝑏

𝑎

 

Bunda 
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𝑓(𝑥) = 𝜆∫𝐺(𝑥, 𝜉)ℎ(𝜉)𝑑𝜉

𝑏

𝑎

 

 

Xususan bir jinsli (3)  chegaraviy masala ushbu 

𝑦(𝑥) = 𝜆∫𝐺(𝑥, 𝜉)𝑦(𝜉)𝑑𝜉                                       (5)

𝑏

𝑎

 

integral tenglamaga ekvivalentdir. 

Izoh.  𝐺(𝑥, 𝜉) uzluksiz yadro bo‘lgani uchun  Fredgolm integral 

tenglamalariga qo‘llaniladi. Shuning uchun  (5)  bir jinsli integral tenglama 

chekli bo‘lmagan chegaraviy nuqtalarda sanoqlitadan ko‘p bo‘lmasligi mumkin. 

𝜆 ning xos qiymat bo‘ladigan qiymatlaridan tashqari barcha turli qiymatlari 

uchun (4) ning o‘ng tomoni har qanday uzluksiz 𝑓(𝑥)  funksiya uchun yechimga 

ega. Bu yechim quyidagi formula orqali aniqlanadi[6-10]: 

𝑦(𝑥) = 𝜆∫𝑅(𝑥, 𝜉, 𝜆)𝑓(𝜉)𝑑𝜉 + 𝑓(𝑥) 

𝑏

𝑎

 

Bunda    𝑅(𝑥, 𝜉, 𝜆) − 𝐺(𝑥, 𝜉)   yadroning rezolventasi. Bundan tashqari 

[𝑎, 𝑏] kesmadan olingan har qanday fiksrlangan   𝑥  𝑣𝑎  𝜉   qiymatlar uchun    

𝑅(𝑥, 𝜉, 𝜆) rezolventa  𝜆 ning  meomorf  funksiyasi bo‘lib, uning qutblari  faqat  

bir xil integral tenglamaning xarakteristik soni bo‘lishi mumkin. 

1. Misol.  Ushbu chegaraviy masalani yechishni  integral tenglamani 

yechishga keltiring. 

𝑦𝐼𝐼 + 𝜆𝑦 = 𝑥                                                            (6) 

𝑦(0) = 𝑦 (
𝜋

2
) = 0                                                    (7) 

Yechish.  Dastlab 

𝑦𝐼𝐼(𝑥) = 0                                                            (8) 

𝑦(0) = 𝑦 (
𝜋

2
) = 0                                                    (9) 

chegaraviy shartlarga mos Grin funksiyasini quramiz. Zarur 

hisoblashlarni bajarib, quyidagi natijani olamiz: 

𝑦1 = 𝑥   𝑣𝑎   𝑦2 = 𝑥 −
𝜋

2
 

berilgan (8)-(9)  chegaraviy masala uchun xususiy yechimlar. Ularga ko‘ra 

Grin funksiyasining  ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi: 

𝐺(𝑥, 𝜉) =

{
 
 

 
 𝑦1(𝑥)𝑦2(𝜉)

𝑊(𝜉)
,    0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜉

𝑦1(𝜉)𝑦2(𝑥)

𝑊(𝜉)
,   𝜉 ≤ 𝑥 ≤

𝜋

2
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Bu yerda 

𝑊(𝜉) = |
𝜉 𝜉 −

𝜋

2
1 1

| =
𝜋

2
 

Demak, 

𝐺(𝑥, 𝜉) = {
(
2

𝜋
𝜉 − 1) 𝑥,    0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜉

(
2

𝜋
𝑥 − 1) 𝜉,   𝜉 ≤ 𝑥 ≤

𝜋

2

                                  (10) 

Endi topilgan Grin funksiyasidan foydalanib  (6) – (7) chegaraviy masala 

yechimini integral tenglama ko‘rinishiga keltiramiz. 

𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝜆∫𝐺(𝑥, 𝜉)𝑦(𝜉)𝑑𝜉  

𝜋
2

0

 

Bunda 

𝑓(𝑥) = 𝜆∫𝐺(𝑥, 𝜉)𝜉𝑑𝜉 = ∫(
2𝑥

𝜋
− 1) 𝜉2𝑑𝜉 + ∫ (

2𝜉

𝜋
− 1) 𝑥𝜉𝑑𝜉

𝜋
2

𝑥

𝑥

0

=
1

6
𝑥3 −

𝜋2

24
𝑥 

𝜋
2

0

 

Demak, 

𝑦(𝑥) =  𝜆∫𝐺(𝑥, 𝜉)𝑦(𝜉)𝑑𝜉 =  
1

6
𝑥3 −

𝜋2

24
𝑥 

𝜋
2

0
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