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Kirish

Matematik analiz fanidan juda ko’p adabiyotlar bir necha tomdan
(gismdan) iborat va ularning ko’pchilik qismi kirill alifbosida yoki rus tilida.
Kitobxon uchun matematik analizning asosiy mavzularini o’rganish va
matematikaning boshqa bilimlarini uzluksiz o’lashtirish uchun doimo
qo’llaniladigan mavzularni 0’z ichiga olgan qo’llanma (ma’limotnoma) bo’lgani
magsadga muvofiq deb o’ylaymiz.

Ushbu qo’llanmada analiz fanini o’rganish uchun kerak bo’ladigan barcha
boshlang’ich tushunchalar, belgilarning kiritilish tarixi, asosiy ta’rif va
teoremalar, mavzularga doir misollar izohlari biln yechib ko’rsatilgan.
Qo’llanma didaktik asosda qurilgan va kerakli “mavzu” mundarija orqali oson
topiladi. Qo’llanma oxirida ayrim asosiy funksiyalar grafiklari va elementar
matematikaga doir barcha asosiy formulalar keltirilgan.

Ushbu qo’llanma matematika, oliy matematika va matematik analiz
fanlari o’tiladigan kollej va oliy o’quv yurtlari talabalari uchun mo’ljallangan.

Ushbu go’llanmani sinchiklab 0’qib, uni metodik jihatdan yaxshilanishiga
hissalarini qoshganlilari uchun “Algebra va analiz” kafedrasi a’zolari fizika-
matematika fanlari nomzodi T.Rasulovga va shu kafedra katta o’qituvchisi
A.A.Abdullayevga mualliflar tashakkur izhor giladilar.

Agar siz o’quvchilar ham qo’llanmaning kamchilik va xatoliklari haqida
0’z fikrlaringizni bildirsangiz biz 0’z minnatdorchiligimizni bildirgan bo’lar
edik.

Mualliflar



1§. Ayrim asosiy matematik tushunchalar

Biror tasdiq hamda “rost” yoki “yolg’on” mulohaza yuritish mumkin
bo’lsa, u “fikr” (gap, ma’noli so’z, bayon) deyiladi. Fikrlar A, B,C va hokazo
lotin alifbosining bosh harflari bilan belgilanadi. Masalan, A={&E<7},
B ={Toshkent ~ O'zbekiston poytaxti}, C=1{9, tubson}. Bu misolda A, B fikrlar
“rost”, C-esa “yolg’on” fikrlar.

Sodda “fikrlardan” murakkab fikrlar “va”, “yoki”, “fagat va faqat”,
“agar..., u holda ...” so’zlari yordamida tashkil gilinadi. Fikr bir yoki bir necha
parametrga bog’liq bo’lishi mumkin va ular A(n), B(n,m), C(x, VY, z),... kabi
belgilanadi. Fikr faqat biror sohada ma’noga ega bo’lishi mumkin. Shu sababli u
qaysi sohada berilgani ko’rsatilishi kerak. Masalan, A(x)= {x2 +1> O}, xeR da
“to’g’ri”.

Har bir fan boshlang’ich tushuncha, tasdiq va aksiomalar asosida quriladi.

Aksioma (grekcha so’z bo’lib-qabul gilingan holat, talab gilaman degan
ma’noni bildiradi)-to’g’riligi 0’z-o’zidan ko’rinib turgan va isbotsiz qabul
qilingan “fikrlar”ga aytiladi.

Lemma (grekcha so’z bo’lib, faraz, taxmin)-boshga tasdiglarni
(teoremalarni) isbot qilishda ishlatiladigan yordamchi “fikr”.

Teorema (grekcha so’z bo’lib, qarayman, o’rganaman degan ma’noni
bildiradi)-matematik tasdiq (fikr) bo’lib, to’g’riligi isbot qilish bilan ko’rsatiladi.

Teorema asosan ikki qismdan iborat bo’ladi: “shart” va ‘“xulosa”dan
iborat. Teoremaning “shart” qismi (“fikr1”), “xulosa” (fikri) qismidan “u holda”
(“unda”) so’zi bilan ajraladi.

Misol. 1-teorema. Agar uchburchak burchaklaridan bittasi o’tmas bo’lsa,
u holda qolgan ikkitasi o’tkir bo’ladi.

Bu teoremada “Agar uchburchak burchaklaridan bittasi o’tmas bo’lsa”
so’zlari teoremaning “shart” qismi, qolgan qismi “xulosa” qismi bo’ladi.
Qisqacha teorema tuzilishini “agar ..., u holda ...” ko’rinishida tasvirlash
mumkin.

Teoremani quyidagi “fikr” (bayon) ko’rinishida yozish mumkin:

(Vx) A(X) = B(X), xe M.
Har qanday “agar ..., u holda ...” ko’rinishida ifodalangan teoremani unga
teskari teorema holda ifodalash mumkin. Berilgan teoremaning “sharti” uning
“xulosasi” (natijasi) bilan, “xulosasi” esa “sharti” bilan almashtirilsa, unga
teskari teorema hosil bo’ladi. Bu holda berilgan teorema to’g’ri, ikkinchisi esa
teskari teorema bo’ladi.



To’g’ri va unga teskari teoremalar o’zaro teskari teoremalar deyiladi.
Masalan, 2- teorema. Agar berilgan natural sonning ragamlar yig’indisi 9 ga
bo’linsa, u holda u son 9 ga bo’linadi degan teoremani “to’g’ri”’ teorema desak,
uni teskarisi “Agar berilgan son 9 ga bo’linsa, u holda sonning ragamlar
yig’indisi 9 ga bo’linadi” kabi ifodalanadi.

Agar A(n) = {n sonning ragamlar yig'indisi 9 ga bo'linadi, B(n) = {n soni 9 ga bo'linadi}
va bularda ne N “fikr”lardan iborat bo’lsin.

Agar teorema

(vn) A(n)=B(n),neN va (vn) B(n)= A(n),neN
ko’rinishida bo’lsa, u o’zaro teskari bo’ladi. Teskari teorema har doim o’rinli
bo’Imasligi mumkin.
1-teorema teskarisi o’rinli emas, ya’ni “Agar biror uchburchakning ikki burchagi
o’tkir bo’lsa, u holda u to’g’ri burchakli bo’ladi” degan teorema o’rinli emas.

To’g’ri va teskari teoremalar o’zaro teskari bo’lishi uchun, ulardagi
shartlar na fagat yetarli bo’lishi shu bilan xulosa o’rinli bo’lishi uchun zarur
ham bo’lishi kerak.

“To’g’r1” va ‘“teskari” teoremalar bilan “zarur” va “yetarli”, hamda
“zarurly va yetarli” so’zlar chambarchas bog’liq.

Agar (vx) A(x)= B(x) teorema o’rinli bo’lsa, A(x) “fikr” B(x) uchun
yetarli shart, B(x) “fikr” esa A(x) uchun zaruriy shart deyiladi.

Bularni farglash uchun quyidagi teoremani garaylik. 3-teorema. Agar
to’rtburchak to’g’ri burchakli bo’lsa, u holda uning diagonallari o’zaro teng
bo’ladi.

Q to’plam  x-to’rtburchaklardan  iborat bo’lsin, u  holda
A(x) = {x to'rtburchaklar to'g'ri to'rburchak }, B(x) = {x to'rtburchak diagonallari o' zaro teng}
“fikrlar” bo’lsin.

3-teorema to’g’ri, shu sababli A(x) shart
B(x) uchun yetarli, ya’ni to’rtburchakning Fi
diagonallari teng bo’lishi uchun, uning to’g’ri
burchakli bo’lishi yetarli. B(x) “fikr” (‘“natija”,
“xulosa”) A(x) uchun zaruriy shart bo’ladi,
chunki to’rtburchak to’g’ri burchakli bo’lishi *
uchun uning diagonallari teng bo’lishi zaruriy -2 2 X
shart (yetarli emas). Diagonallar tengligidan A B
to’rtburchakning doimo to’g’ri to’rtburchak
bo’lishi kelib chigavermaydi ( 1-rasmga garang).




Agar (vx) A(x)= B(x),xe M teorema o’rinli bo’lishi bilan unga teskari
teorema (vx) B(x) = A(x), xe M teskari teorema ham o’rinli bo’lsa, A(x) “shart”
B(x) uchun “zarur” va “yetarli” shart, B(x) sa A(x) uchun zaruriy va yetrli shart
bo’ladi (deyiladi). Bunga misol qilib, 2-teoremani garash mumkin, ya’ni
“sonning 9 ga bo’linishi uchun, uning ragamlar yig’indisi 9 ga bo’linishi zarur
va yetarli”. 1- rasm

Eslatma. Agar teoremada “zaruriy va yetarli” so’zlar bo’lsa, uning isboti
zaruriyligi va yetarliligidan ko’rsatilishi kerak.

Ayrim hollarda “zaruriy va vyetarli” so’zlar o’rnida “fagat va fagat
shunda” kabi so’zlar ishlatilishi mumkin.

2§. To’plam tushunchasi
2.1. To’plam tushunchasi

To’plam tushunchasi matematikaning boshlang’ich tushunchalaridan biri
bo’lib, u misollar yordamida tushuntiriladi. Masalan, shkafdagi kitoblar, barcha
to’g’ri kasrlar, quyosh sistemasidagi sayyoralar, berilgan nuqtadan o’tuvchi
to’g’ri chiziglar to’plami hagida gapirish mumkin.

2.2. To’plam elementi

To’plamni tashkil etgan narsalar (predmetlar) uning elementlari deb
ataladi.

Odatda, to’plamlar bosh harflar bilan, uning elementlari esa kichik harglar
bilan belgilanadi. Masalan, A B,C,.. larni to’plam, a,b,c,.. larni esa to’plam
elementi deyish mumkin.

Agar A to’plamning elementi a bo’lsa, aeA kabi yoziladi va “a
element A to’plamda tegishli deb o’qgiladi”. Aks holda a¢ A deb yoziladi va “a
element A to’plamga tegishli emas” deb o’giladi. Masalan, A={2,4,6,8,10}
bo’lsa, 6e A, 7¢ A bo’ladi.

2.3. Chekli to’plam

Chekli sondagi elementlardan tashkil topgan to’plam chekli to’plam deb

ataladi. Masalan, shkafdagi kitoblar chekli to’palamni tashkil etadi.

2.4. Cheksiz to’plam

Matematik analizda ko’pincha chekli bo’lmagan to’plamlarni —cheksiz to’plam
deyiladi. Masalan, barcha to’g’ri kasrlar, berilgan nuqtadan o’tuvchi barcha
to’g’ri chiziqlar to’plami cheksiz to’plamlarga misol bo’ladi.

2.5. Qism to’plam

Agar B to’plamning har bir elementi A to’plamning
ham elementi bo’lsa, B to’plam A te’plamning gismi yoki
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gismiy te’plami (to’plam osti) deb ataladi va B = A kabi belgilanadi. Masalan,
B={2468}, A={23456,78} bo’lsin. Bunda Bc A ekanligini ko’rish giyin
emas (2-rasm). 2-rasm
2.6. Bo’sh to’plam

Bitta ham elementga ega bo’lmagan to’plam be’sh te’palam deyiladi va
& kabi belgilanadi.
Bo’sh to’plam @ har qanday A to’plamning qismi (qgismiy to’plami)
hisoblanadi.
2.7. Teng to’plamlar

Ta’rif. Agar A va B to’plamlar uchun Ac B va B c A bo’lsa, u holda
A va B to’plamlar bir-biriga teng to ’plamlar deb aytaladi va A=B kabi
yoziladi.
Masalan, A to’plam  kr Kko’rinishdagi sonlardan iborat bo’lsin, bunda
k=0,+142,..., yani A={a:a=krk=0,+1+2,..} va B to’plam esa sinx=0
tenglamaning yechimlaridan iborat bo’lsin, ya'ni B ={x:sin x=0}. Agar sin x=0
tenglamaning barcha yechimlari x=kz, k=0,+1,+2,... formula bilan yozlishini
hisobga olsak, A=B bo’lshini ko’ramiz.

To’plamlar ustida amallar A : B
2.8. To’plamlar yi’gindisi (birlashmasi)

Ta'rif. A va B to’plamlarning barcha elementlaridan ATE
tashkil topgan C to’plam A va B to’plamlarning yig’indisi (birlashmasi)
deyiladi va u 3-rasm

C=AuB kabi belgilanadi (3-rasm).

Quyidagilar o’rinli: AUZ=A AUA=A AUB=BUA.

Masalan, A={2,4,68}, B={,234} bo’lsa, unda ularning yig’indilari quyidagi
to’plamlardan iborat bo’ladi AU B ={1,2,3,4,6,8}.

Agar A, A,,... A to’plamlar berilgan bo’lsa, ularning yig’indisi A, UA, U...UA,
yugoridadek ta riflanadi.

2.9. To’plamlar ko’paytmasi (kesishmasi)

Tarif. A va B to’plamlarning barcha , B
umumiy elementlaridan tashkil topgan D to’plam A @
va B te’plamlarning ke’paytmasi (kesishmasi)

deyiladi. A va B to’plamlarning ko’paytmasi ANB
D = AuB kabi belgilanidi (4-rasm). Masalan, A={2,4,6,8}, 4-rasm



B ={1,2,3,4} bo’lsa, ularning ko’paytmasi A~B={2,4} to’plam bo’ladi. Ta rifdan
bevosita AnA=A, AnB=Bn A kelib chigadi, shuningdek, agar A =B bo’lsa,
unda AnB=A bo’ladi.
Agar A,A,..,A to’plamlar berilgan bo’lsa, ularning ko’paytmasi
A, NA,N..nA, yugoridadek ta riflanadi.
2.10. Kesishmaydigan to’plamlar

Agar AnB=@ bo’lsa, u holda A va B larga kesishmaydigan to’plamlar
deyiladi. Masalan, E={2,4,6}, F={35} to’plamlar kesishmaydigan to’plamlar

bo’ladi, chunki ENnF=0. N .
2.11. To’plamlar ayirmasi @Z)
Ta'rif. A to’plamning B to’plamga tegishli

bo’lmagan barcha elementlaridan tuzilgan U AB

to’plam A to’plamdan B te’plamning ayirmasi deb ataladi (5-rasm).
S-rasm

Masalan, agar A={1,2345}, B={36912} bo’lsa, A\B={,245} va
B\ A={6,9,12} bo’ladi.
2.12. To’ldiruvchi to’plam

Agar A to’plam S to’plamning gismi (yani AcS bo’lsa, ushbu S\ A
ayirma A to’plamni S to’plamga te’ldiruvchi te’plam deb ataladi va C,A kabi
yoziladi: C;,A=S\ A
2.13. To’plamlarning simmetrik ayirmasi

Ta'rif. A to’plamning B to’plamga tegishli bo’lmagan barcha
elementlaridan va B to’plamning A to’plamga
tegishli bo’lmagan barcha elementlaridan tuzilgan
to’plam A va B te’plamlarning simmetrik ayirmasi m
deb ataladi (6-rasm). Simmetrik ayirma AAB kabi * B
belgilanadi.
Ta'rifga ko’ra

AAB=(A\B)U(B\A) 6-rasm

Masalan, agar A={1,23456}, B={4568789} bo’lsa, bu to’plamning
simmetrik ayirmasi AAB =1{1,2,3,7,8,9}bo’ladi.
2.14. To’plamlarning Dekart ko’paytmasi

Ikki A va B to’plamlar berilgan bo’lsin. Birinchi elementi A to’plamga,
ikkinchi elementi B to’plamga tegishli bo’lgan tartiblangan (a,b) juftliklarni
garaylik: ac A beB.



Ta'rif. Barcha (a,b) ko’rinishdagi juftliklardan tuzilgan to’plam A va B
to’plamlarning Dekart ko’paytmasi deb ataladi. To’plamlarning Dekart
ko’paytmasi AxB kabi belgilanadi. Odatda Ax A to’plam A? deb belgilanadi.:
Ax A= A%, Bunda (a,b) va (b,a) juftliklar AxB to’plamning turli elementlari
hisoblanadi.

Masalan, A={12}, B={2,3} to’plamlar uchun AxB={{,2},{1,3},{2,2},{2,3}},
Bx A= {{21},{2,2},{31},{3,2}} bo’ladi.

Yuqorida to’plamlarni va ular ustida bajarilgan amallarni tasvirlash uchun
ishlatilgan shakllar Eyler —Viyen diagrammalari deb ataladi.

2.15. Universal to’plam

Yugorida kiritilgan amallar ixtiyoriy to’plamlar uchun, to’plamlarning
tabiatiga hech ganday shart go’ymasdan tariflandi. Ma nosizlik hollarni istisno
gilish uchun, odatda barcha amallar biror universal to’plam deb ataluvchi
to’plamning gismiy to’plamlari ustida bajariladi deb hisoblanadi va u universal
to’plam U yoki Q bilan belgilanadi.

Matematik analiz kursi davomida, universal to’plam sifatida asosan
haqiqgiy sonlar to’plami R garaladi.

2.16. To’plamni bo’laklash

Biror A to’plam berilgan bo’lib, A, A, ..., A, to’plamlar uning gismiy
to’plamlari bo’lsin. A, c A (k=12,...,n).

Agar {A,A,.... A } gismiy to’plamlar sistemasi uchun:

1) AUA U.LUA =A

2) A NA =0 (k=ik,i=12,..,n)

shartlar bajarilsa, {A, A, ..., A,} sistema A da bo’laklash bajargan yoki A to’plam
AL A, A, to’plamlarga be’laklangan deyiladi. Ikkala shart birgalikda A dagi
har bir element bo’laklashning bitta va fagat bitta elementga tegishli bo’lishini
ta'minlaydi.

Masalan, A={,234,56} to’plam berilgan bo’lib, A ={,2,3}, A, ={4,5},
A, ={6} bo’lsa, 1) AUA UA=A; 2) AnA =0, AnA=0, AnA=0.
Demak A to’plam A, A, va A, to’plamlarga bo’lingandir.

2.17. To’plamlarni tagqgoslash

Turli to’plamlarni tagqoslashga, ularni elementlarning migdori bo’yicha
solishtirishga to’g’ri keladi.

Agar A va B lar chekli to’plamlar bo’lsa, u holda ularning elementlarini
bevosita sanash bilan elementlar soni bir-biriga tengligini yoki A to’plamning
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elementlari soni B to’plamning elementlari sonidan ko’p yoki kam ekanini
aniglash mumkin,

Agar A va B to’plamlar cheksiz to’plamlar bo’lsa, unda bu
to’plamlarning elementlarini, ravshanki, sanash yo’li bilan tagqoslab bo’Imaydi.
Ammo, bu to’plamlarni ularning elementlarini bir-biriga mos go’yish yo’li bilan
taggoslash mumkin.

2.18. Aksalantirishlar

Ta’rif (akslantirish berilgan deyiladi). Agar E
to’plamdan olingan har bir elementga (xeE) biror
qonun qoidaga ko’ra F to’plamda bitta y element
(yeF) mos qo’yilgan bo’lsa, u holda E to’plam F
to’plamga akslantirilgan deyiladi va f:E > F yoki

x—>y kabi belgilanadi.

Bunda E to’plam f akslantirishning aniglanish sohasi deyiladi.
2.19. Ichiga akslantirish

Ta’rif. Agar f:E — F akslantirishda f(E)= F bo’lsa, bu akslantirishga E
to’plamni F ning ichiga akslantirish deyiladi.
2.20. Ustiga (syuryektiv) akslantirish

Ta’rif. Agar f:E— F akslantirishda f(E)=F bo’lsa, bu akslantirishga
E to’plamni F ning ustiga (syuryektiv) akslantirish deyiladi.
2.21. O’zaro bir giymatli (biyektiv) moslik

Agar f:E—F akslantirish ustiga akslantirish bo’lsa va ixtiyority yeF
element yagona elementning aksi bo’lsa, f akslantirish e’zaro bir giymati
moslik deyiladi.
2.22. Ekvivalent to’plamlar

Ta'rif. Agar A va B to’plamlar elementlari orasida o’zaro bir giymatli
moslik o’rnatish mumkin bo’lsa, ular bir-biriga ekvivalent to’plamlar deb
ataladi.

Ekvivalent A va B to’plamlar A~B kabi belgilanadi. Masalan,
A={,2,3 4,5}, B={0,11,12,13,14} bo’lsa, A~ B.
2.23. Sanoqli to’plam

Ta'rif. Natural sonlar to’plami N ga ekvivalent bo’lgan har ganday
to ‘plam sanoqli to’plam deb ataladi.

Natural sonlar to’plami N ga ekvivalent bo’lgan barcha to’plamlar
sanoqli te’plamlar sinfini tashkil etadi.
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To’plamning qgismi  o’ziga ekvivalent bo’lishi fagat cheksiz
to’plamlargagina xosdir.

2.24. To’plam quvvati

Ekvivalent to’plamlar sinfining miqgdoriy xarakteristikasi sifatida
to’plamning quvvati tushunchasi kiritiladi. Chekli to’plamlar uchun quvvat
to’plam elementlarining sonidan iboratdir.
2.25. O’rganish usullari

Odatda jarayonlar deduktiv va induktiv fikrlashlar (usullar) yordamida
o’rganiladi.

Deduktiv usulda o’rganishda umumiy tasdiglardan xususiy tasdiglarni
o’rinli ekanigini mantigan fikrlab ko’rsatiladi.

Induktiv usulda esa tasdiq bir nechta to’g’ri oddiy xususiy hollardan
umumiy hol uchun to’g’riligi ko’rsatiladi.
2.26. Matematik induksiya usuli

Biror n natural songa bog’liq A4(n) gipoteza bayon qilingan bo’lsin.
Matematik induksiya yordamida gipoteza quyidagicha o’rganiladi:

1. n=1 da mulohazaning to’g’riligi tekshiriladi;

2. n=k da A(k) mulohaza to’g’ri deb qabul qilinadi;

3. n=k+1 da A(k) to’g’riligidan foydalanib A(k+1) uchun to’g’riligi
ko’rsatiladi.

Shundan so’ng, A(n) mulohaza barcha n lar uchun o’rinli deb xulosa
gilinadi.

Misol. Quyidagi formulani

2
P+22+3+...+n° :(@j

ixtiyoriy ne N da o’rinli ekanligini isbot qiling.
1. n=1 da tenglikning ikkala tomoni 1 ga teng, ya’ni
X :(1(“1))2 _ 2
2

bo’lib, matematik induksiyaning mezoni birinchi sharti bajariladi.
2. Faraz gilamiz n=k da formula o’rinli, ya’'ni

P +2°+3 +..+k° :(—k(k +1)j2
5

bo’lsin. Bu tenglikni ikkala tomoniga (k +1)° hadni qo’shsmiz
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2 2
P+22 433+ +kP+(k+D)° :(@j +(k+1)°=(k +1)2[k7+k+1j:

= (k +1)2(Wj — (k +1)2 (kzzjz :((k +1)(k+2)j2

2
Shunday qilib formulaning n=k to’g’riligidan uning n=k +1 uchun o’rinliligi
kelib chiqdi. Bu esa, formulaning barcha n lar uchun o’rinli bo’lishini bildiradi.
3§. Haqiqiy sonlar
3.1.Natural sonlar. Tartiblangan to’plam

Sanashda ishlailadigan sonlar natural sonlar to’plamini tashkil qiladi.
N ={1, 2, 3,...}-barcha natural sonlar to’plamini ifodalaydi. Bu to’plamdan olingan
ixtiyoriy natural son n,m va p lar uchun quyidagi ikki tasdiq doimo o’rinli:

1) n=m,n>m, n<m munosabatlardan bittasi va faqat bittasi o’rinli;

2) n<m,m<p tengsizliklardan n<p tengsizlik o’rinli ekanligi kelib
chigadi.

Agar biror E to’plamning elementlari uchun yuqorida keltirilgan 1) va 2)
tasdiqlar o’rinli bo’lsa, E to’plam tartiblangan to’plam deyiladi. Natural sonlar
to’plami tartiblangan to’plam.

Natural sonlar to’plami quyidan 1 bilan chegaralangan, yuqoridan
chegaralanmagan.

3.2. Natural sonlar ustida bajariladigan amallar

Natural sonlar to’plami N da ikkita amal qo’shish (n+m) va ko’paytirish
(n-m) amallari doimo bajariladi va ular quyidagi xossalarga ega.

1°. Kommutativlik: n+m=m+n, n-m=m-n.

2°. Assotsiativlik: (n+m)+p=n+(m+p), (n-m)-p=n-(m-p).

3°. Distributivlik: (n+m)-p=n-p+m-p.

4°. N to’plamda shunday k element borki, k-n=n-k=n bo’ladi. Bu
element k=1 dir.

3.3. Butun sonlar

Natural sonlarga garama-garshi sonlar manfiy butun sonlar (manfiy
natural) deyiladi.

Barcha manfiy natural sonlar, nol soni va barcha natural sonlar butun
sonlar deyiladi va u Z harfi bilan belgilanadi:

Z={.,4-3-2-101234,..}.
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Bu to‘plamdagi 0 soni ixtiyoriy N€N wuchun n+0=n va n+(-n)=0
tengliklarni ganoatlantiradi. Bu yerda N va —n o‘zaro garama-garshi sonlar
deb ataladi.
Ravshanki, NcZ.
Butun sonlar to’plami tartiblangan. Butun sonlar to’plami ham quyidan, ham
yugoridan chegaralanmagan.
3.4. Butun sonlar to’plamida bajariladigan amallar

1°. Kommutativlik: n+m=m+n, n-m=m-n.

2°. Assotsiativlik: (n+m)+p=n+(m+p), (n-m)-p=n-(m-p).

3°. Distributivlik: (n+m)-p=n-p+m-p.

4°, Z to’plamda shunday k element borki, k-n=n-k=n bo’ladi. Bu
element k =1 dir.

5°. Ixtiyoriy qez element uchun Z to’plamda shunday element —q
mavjudki, g+ (-q) =0 bo’ladi.

6°. Ixtiyoriy qez element uchun q+0=0+q=q bo’ladi.

7°. Ixtiyoriy qez element uchun q-0=0-q=0 bo’ladi.
3.5. Ratsional sonlar

Ushbu gisqarmaydigan r _P. peZ,neN Kasr ko’rinishida tasvirlanadigan

n H
har bir son ratsional son deyiladi. Ratsional sonlar to’plami Q harfi bilan
belgilanadi:

Q={r:r :%, peZ,neN, EKUB(p,n)=1}.

Ravshanki, NczZ cQ.
Ratsional sonlar to’plami tartiblangan. Ratsional sonlar to’plami ham quyidan,
ham yuqoridan chegaralanmagan.
3.6. Ratsional sonlar to’plamida bajariladigan amallar

Ratsional sonlar to’plamida qo’shish, ko’paytirish, ayirish amallari bilan
bir qatorda bo’lish amali (nolga teng bo’lmagan songa) ham kiritiladi va bu
amallarga nisbatan ushbu xossalar o’rinli (bu xossalarda r,t va s lar ixtiyoriy
ratsional sonlar):

1°. Kommutativlik: r+t=t+r, rt=tr.

2°. Assotsiativlik: (r+t)+s=r+(t+s), (r-t)-s=r-(t-s).

3°. Distributivlik: (r+t)-s=r-s+t-s.

4°. Nol sonining xususiyati: r+0=r, r-0=0.
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5°. Bir sonining xususiyati: r-1=r.

6°. Qarama-qarshi elementning mavjudligi: vr eQ uchun shunday -reQ
son mavjudkKi, r + (-r) =0 bo’ladi.

7°. Teskari elementning mavjudligi: vreQ (r=0) uchun shunday r*eQ
son mavjudki, r-r =1 bo’ladi.

8°. Ixtiyoriy reQ, teQ, seQ sonlaruchun r>t bo’lganda r +s>t+s.

9°. Ixtiyoriy reQ, teQ, seQ (s>0) sonlar uchun r>t bo’lganda
r-s>t-s bo’ladi.

10°. Ixtiyoriy ikki musbat r va t ratsional sonlar uchun shunday natural
son n mavjudki, n-r >t bo’ladi. Bu xossa odatda Arximed aksiomasi deyiladi.
3.7. Ratsional sonlar to’plamining asosiy xossalari

Ratsional sonlar to’plami ikkita asosiy xossaga ega: tartiblanganlik va
zichlik.

Ratsional sonlar te’plamining tartiblanganlgi. Ratsional sonlar to’plami
Q dan olingan ixtiyoriy ratsional r,s,t sonlar uchun quyidagi ikki tasdiq o’rinli
bo’ladi:
1) r=s,r>s,r<s munosabatlardan bittasi va fagat bittasi o’rinli.
2) r<s,s<t tengsizliklardan r<t tengsizlikning o’rinli bo’lishi kelib chigadi.
Bu hol ratsional sonlar to’plami Q ning tartiblanganligi xossasini
ifodalaydi.
Ratsional sonlar te’plamining zichligi. Faraz gilaylik, reQ,teQ va r <t

bo’lsin. U holda "

r+t Sari .
€Q va r<T<t bo’ladi. Bu esa r va t ratsional sonlar

. r+t . . .. s . r+t . . .
orasida % ratsional son bor ekanligini ko’rsatadi. % sonni s bilan belgilab,

. . . r+s . . S+t
r va ssonlari orasida joylashgan — hamda sva t orasida joylashgan —

. C . r+s r+t s+t
ratsional sonlar borligini ko’ramiz: r < <y < <t

Bu jarayonni istagancha davom ettirish yo’li bilan ixtiyoriy r va t
ratsional sonlar orasida cheksiz ko’p ratsional sonlar borligi aniglanadi. Mana
shu xossa ratsional sonlar to’plami Q ning zichligi xossasi deyiladi.

3.8. To’plamning eng katta elementi

Ta'rif. Agar shunday r"eA (AcQ) topilib, vreA uchun r<r’
tengsizlik bajarilsa, r™ ratsional son A te’plamning eng katta elementi
deyiladi.
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3.9. To’plamning eng kichik elementi
Ta'rif. Agar shunday r. e A (AcQ) topilib,

vre A uchun r>r, tengsizlik bajarilsa, r. ratsional - B‘u,‘

son A to’plamning eng kichik elementi deyiladi.

3.10. Ratsional sonlar to’plamini kengaytirish “‘.‘

zaruriyati . Y
Tomoni bir birlikka teng bo’lgan QABC g 1 D

kvadratni garaylik.

Bu kvadratnng diagonali OB ning uzunligi +/2 ga teng. Sirkulning uchini
0 nugtada qgo’yib, radiusi OB ga teng bo’lgan aylana chizaylik. Bu aylana OA
tomon joylashgan to’g’ri chizigni D nugtada kesadi.

OA <OB bo’lgani uchun D nugta A nugtadan o’ngga joylashgan bo’ladi.
Ravshanki, OB=0D=+2. Demak, D nuqgtaga +2 son mos keladi. v2 esa
ratsional son emas. 7-rasm

Bu quyidagi teoremada isbotlanadi.

Teorema. Ratsional sonlar to’plami Q da kvadratni 2 ga teng bo’lgan
ratsional son mavjud emas.

Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni Q to’plamda shunday gisgarmaydigan

% (p e Z,ne N) kasr ko’rinishida yoziladigan ratsional son borki, bu

2
Pl _
(2] -2 1)
tenglik o’rinli bo’lsin. Yuqoridagi tenglikni quyidagicha
p* =2n’ (2)

yozib olamiz. Bundan p juft son ekanligi ko’rinadi. Demak, p=2m (meZz)
demak, buni (2) ga qo’yib n?*=2m? hosil bo’ladi. Bu esa n sonning ham jut
ekanligini ko’rsatadi. Demak, yugoridagi farazdan p va n sonlar juft sonligi

kelib chigadi. Binobarin ular uchun 2 umumiy ko’paytuvchi. Bu esa % sonning
gisgarmaydigan kasr ekaniga zid.

Shunday qilib, to’g’ri chiziqgda olingan har bir nuqtada Q to’plamda unga
mos keladigan ratsional son mavjud bo’lavermas ekan.

Ratsionl sonlar to’plamni kengaytirishda bir-biriga ekvivalent bo’lgan bir
necha usullar mavjud Koshi usuli, Kantor usuli, Veyershtras usuli hamda
Dedekind usuli.

3.11. Ratsional sonlar to’plamida kesim
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Ta'rif. Ratsional sonlar to’plami Q shunday A va A’ to’plamlarga
ajratilib, bunda
) Az A =0
2) AUA'=Q
3) VacAVvVa eA'=a<a
shartlar ganoatlantirilsa, A va A’ to’plamlar Q to’plamga kesim bajaradi
deyiladi. Bunda A to’plam kesimning quyi sinfi, A’ esa yuqori sinfi deyiladi.
Kesim (A, A") kabi belgilanadi.

Masalan: r, va undan kichik bo’lgan barcha ratsional sonlardan iborat
to’plam A, r, dan katta bo’lgan barcha ratsional sonlar to’plami A" bo’lsin:
A={rreQr<r,;,A={r:reQ r,>r}. Bu A va A’ to’plamlar uchun ta'rifidagi
uchala shart ham bajariladi. Demak, bunday tuzilgan A va A’ to’plamlar Q da
kesim bajaradi. Odatda bu kesim r, = (A, A") kabi belgilanadi.

|_tur _kesim. Kesimning quyi sinfi A da eng katta element (r, ratsional

son) mavjud, kesimning yugori sinfi A’da esa eng kichik element mavjud emas.
Bunda r, ratsional son quyi sinf 4 ning yopuvchi elementi bo’ladi.

Il tur kesim. Kesimning quyi sinfi A ga eng katta element mavjud emas,
kesimning yugori sinfi A’ da esa kichik element (r,, p ratsional son) mavjud.

Bunda r; ratsional son yugori sinf A’ ning yopuvchi element bo’ladi.

Il tur kesim. Kesimning quyi sinfi A da eng katta element mavjud
emas, kesimning yuqori sinfi A’ da eng kichik element mavjud emas. Bunda
quyi sinf A da, yuqori sinf A’ da yopuvchi elementlar mavjud emas.

Birinchi va ikkinchi tur kesimlarda ularning quyi yoki yuqori sinflarni
yopig bo’lib, yopuvchi elementlarni bir sinfda ikkinchi sinfga o’tkazib, har
doim bir turdagi kesimga — quyi sinfi ochiq, yuqori sinfi esa esa yopiqg bo’lgan
kesimga keltirish mumkin. Quyi sinfda eng katta element mavjud bo’lmagan
(ochiq sinf) , yuqori sinfda esa eng kichik element mavjud bo’lgan (yopiq sinf)
kesim ratsional kesim deyiladi.

Q da bajariladigan har bir ratsional kesim bitta ratsional sonni aniglaydi.

3.12. Irratsional son

] m e .
Irratsional sonlar deb Y (mEZ, ne N) ko‘rinishida  yozib

bo‘Imaydigan sonlarga aytiladi. Masalan, z,/2,5..... Bunday sonlar to‘plami |
yoki U harfilari bilan belgilanadi.
3.13. Irratsional kesim
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Ratsional sonlar to’plami Q da bajarilgan Il tur kesim quyi sinfi ham,
yugori sinfi ham ochiq bo’lgan kesim irratsional kesim deyiladi.

Ta’rif. Ratsional sonlar to’plami Q da bajarilgan kesim irratsional sonni
aniqlaydi deyiladi.

3.14. Haqiqiy sonlar

Ta'rif. Ratsional hamda irratsional sonlar umumiy nom bilan haqigiy
sonlar deyiladi.

Barcha haqiqgiy sonlar to’plami R harfi bilan belgilanadi. Tarifga ko’ra,
R=QuU. R-lotincha realus — “haqiqiy” degan ma'noni anglatuvchi so’zning
bosh harfi.

3.15. Hagigqiy sonlar to’plamida kesim

Ta'rif. Haqgigiy sonlar to’plami R shunday E va E' to’plamlarga
ajratilib, unda
) Ex0, E'20
2) EUE'=R
3) VxeE,WX'eE'=x<x
shartlar bajarilsa, E va E' to’plamlar R to’plamda kesim bajaradi deyiladi va
(E,E") kabi belgilanadi.

Bunda E to’plam kesimning quyi sinfi, E' to’plam esa kesimning yugori
sinfi deyiladi.

Masalan, ushbu E={x:xeR,x<x,}, E ={x:xeR,x>x} (X, €R)
to’plamlar R da (E,E’) kesim bajaradi. Bu kesimning quyi sinfi E da eng katta
element (u x, gateng) bo’lib, yugori sinfi E da eng kichik element bo’Imaydi.

3.16. Dedekind teoremasi

Teorema. Haqiqiy sonlar to’plami R da bajarilgan har ganday (E,E’)
kesim uchun fagat quyidagi ikki holdan biri bo’lishi mumkin;

a) Kesimning quyi sinfi —E da eng katta elementi mavjud, yuqori sinf —
E’' da esa eng kichik element mavjud emas;

b) kesimning quyi sinfi — E da eng katta element mavjud emas, yugori
sinf — E’ da esa eng kichik element mavjud.

Teorema. R da bajarilgan har ganday (E,E’) kesim yagona hagigiy sonni
aniglaydi.
3.17. Haqgiqiy sonlarning asosiy xossalari

Haqiqiy sonlar to’plami tartiblanganlik va zichlik xossalariga ega.

|. Tartiblanganlik xossasi.

1) Ixtiyoriy ikki x va y sonlar berilgan bo’lsa, unda
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X=Y, X<V, X>YV¥
munosabatlardan bittasi va faqat bittasi o’rinli bo’ladi;

2) x, vy, z haqgiqiy sonlar uchun ushbu x<vy, y<z tengsizliklardan x<z
tengsizlik kelib chigadi.

I1. Zichlik (uzluksizlik) xossasi. Ixtiyoriy ikkita x va y hagigiy sonlar
bo’lib, x<y (x>y) bo’lsa, u holda shunday r ratsional son mavjudki, x<r<y

(x>r>z) tengsizlik o’rinli bo’ladi. Demak, ixtiyoriy ikkita bir-biriga teng
bo’lmagan hagqiqiy sonlar orasida kamida bitta haqigiy son mavjud. Bundan esa
ular orasida cheksiz ko’p haqiqiy son mavjudligi kelib chigadi. Demak, R -zich
to’plam ekan.
3.18. Hagiqiy sonlarning asosiy aksiomalari

I. Qo’shish amali. Ixtiyoriy tartiblangan bir juft a va b haqiqiy sonlar
uchun yagona usul bilan aniglangan va ularning yig’indisi deb ataluvchi a+b
ko’rinishda belgilanuvchi son mavjud. Quyidagi xossalar o’rinli:
I,. Kommutativlik: a+b=b+a.
I,. Assotsiativlik: a+(b+c)=(a+b)+c.
I5. Ixtiyoriy aeR uchun a+0=a.
I,. Ixtiyoriy aeR uchun va unga garama-garshi —a son uchun

a+(-a)=0.

Il. Ko’paytirish amali. Ixtiyoriy tartiblangan bir juft a va b haqigiy
sonlar uchun yagona usul bilan aniglangan va ularning ko’paytmasi deb
ataluvchi a-b ko’rinishda belgilanuvchi son mavjud. Quyidagi xossalar o’rinli:
I1,. Kommutativlik: a-b=b-a.

I1,. Assotsiativlik: a-(bc) = (ab)-c.
I15. Bir sonining xususiyati: a-1=a.
I1,. Teskari sonning mavjudligi. vaeR (a #0) ga teskari son deb ataluvchi va

é ko’rinishida belgilanuvchi son mavjud bo’lib

a-—=1.
a

I11. Qo’shish va ko’paytirish amallari orasidagi bog’liglik.
Distributivlik (qgo’shishning ko’paytirishga nisbatan tagsimot gonuni)
(a+b)c=ac+bc.
IVV._Tartiblanganlik. Ixtiyoriy a haqigiy son uchun quyidagilarning biri
o’rinli: a>0 (a noldan katta), a=0 (a nolga teng) yoki a<0 (a kichik
noldan), shu bilan birga a >0 shart —a <0 shart bilan teng kuchli.
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Agar a>0, b>0 bo’lsa quyidagilar o’rinli:
IVi. a+b>0.
1V, ab>0.
V._Uzluksizlik. Ixtiyoriy ac AcB, beBcR va a<b tengsizlik o’rinli
bo’lganda, shunday o son mavjudki

a<a<b

tengsizlik o’rinli bo’ladi.
Elementlari 1-V xossalarga ega bo’lgan to’plam haqiqiy sonlar to’plami
deyiladi. Bu to’plamning har bir elementi haqgiqiy son deyiladi.
3.19. Qo’shish va ko’paytirishning asosiy xossalari
Avirish amali. Qo’shishga nisbatan teskari amal bu ayirish amali.
Ixtiyoriy tartiblangan a va b haqiqgiy sonlar uchun a+(-b) son a va b

sonlar ayirmasi deyiladi va a—b kabi belgilanadi, ya’ni
a—b=a+(-b)

Agar
a+b=c
bo’lsa, tenglikni ikkala tomoniga -b ni qo’shib (a+b)+(-b)=c+(-b)
tengsizlikni hosil gilamiz I, dan va ayirish ta’rifidan
a+((b+(-b)=c-b,
hamda b+ (-b) =0 dan
a=c-Db.
1°. Nol xususiyatga ega bo’lgan _son_yagonadir. Faraz qilaylik nol
xususiyatga ega bo’lgan 0 va 0 ikkita nol bo’lsin. U holda I3 dan
0'+0=0, 0+0'=0. |, dan tenglikning o’ng tomonlari teng, bundan chap

tomonlar ham teng bo’lishi kerak, 0=0".

2°. Berilgan songa garama-garshi son yagonadir. b va c sonlar a
songa garama-qarshi sonlar bo’lsin, ya’ni a+b=0 va a+c=0. Unda birinchi
tenglikdan a+b+c=0+c yoki (a+b)+c=c bundan (a+c)+b=c, lekin a+c=0,
natijada b=c.

3°. Ixtiyoriy a son uchun

-(-a)=a
tenglik o’rinli.
Hagigatan, a+(-a)=0 tenglikdan kommutativligidan -a-+a=0. Bundan
a=-(-a).

4°, Ixtiyoriy a son uchun
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a—a=0
tenglik o’rinli. Haqiqatdan,
a—a=a+(-a)=0.
5°. Ixtiyoriy a va b sonlar uchun
—a—-b=—-(a+b)
tenglik o’rinli. Hagigatdan,
at+b+(-a-b)=(a—-a)+(b-b)=0.
6°. a+x=>b tenglama R da yagona
x=b-a
ildizga ega. Hagigatdan, agar a+b=c bo’lsa, a=c—b ni hisobga olsak,
x=b-a. Ildiz mavjudligini ko’rsatish uchun, x=b-a son ildiz ekanligini
tekshirish kerak:
a+((b-a)=a+[b+(-a)]=[a+(-a)]+b=b.
Bo’lish amali. Ko’paytirish amaliga teskari amal, bu bo’lish amalidir.

Ta’rif. Ixtiyoriy tartiblangan a va b (b=0) sonlar uchun, a-% son a

sonni b songa bo’lish deyiladi va % yoki a:b kabi belgilanadi.

7°. Bir soni xususiyatiga ega bo’lgan son yagona.
8°. Noldan farqli berilgan songa teskari son yagonadir.
9°. Ixtiyoriy a =0 son uchun quyidagi tenglik o’rinli

10°. Ixtiyoriy a =0 son uchun

11°. Ixtiyoriy a=0, b=0 uchun
111
ab ab’
12°. ax=b tenglama a=0 da haqiqiy sonlar to’plamida x=g yagona

yechimga ega.
7°-12° xossalar xuddi 1°-6" xossalar kabi isbot gilinadi.

13°.2-¢
b d

14°. Ixtiyoriy a, b va c sonlar uchun
a(lb-c)=ab-ac

tenglik b=0, d =0 da fagat ad =bc da o’rinli.
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tenglik o’rinli.
Hagigatdan,
alb-c)=a(b-c)+ac-ac=a(b-c+c)—ac=ab-ac.
15°. Ixtiyoriy a son uchun
a-0=0.
Ixtiyoriy b son uchun b—b=0. 4" dan va 14° dan
a-0=a(b-b)=ab-ab=0
ekanligi kelib chigadi.

16°. Agar ab=0 bo’lsa, ko’paytuvchilardan hech bo’lmaganda biri nolga
teng.

Faraz qilaylik a=0, ab=0 ni i ga ko’paytiramiz. i(ab):%-o, bundan

G-a]bzo bundan b=0.

17°. Ixtiyoriy a va b sonlar uchun
(-a)b=-ab, (-a)(-b)=ab
va xususiy holda (-1)a =-a.
Hagigatdan,
(-a)b=(-a)b+ab-ab=(-a+a)b—ab=-ab.
Bundan,
(-a)(-b) = -a(-b) = (-Dla(-b)] = (-1)(-ab) = —(-ab) = ab.
18°. Kasrlarni qo’shish quyidagi

a,c_adthe .0 g0
b d  bd

goida bilan bajariladi.
Isboti. Yugorida keltirilgan qoidalardan foydalanamiz:

ad+BC _ g 4be) - —ad ~ b~ 24, bc_a ¢
bd bd bd bd bd bd b d
19°. Kasrlarni ko’paytirish
8. C_2 .0, d=0)
b d bd

qoida bilan bajariladi.

o ac 1 11 1 1 ac
I'"> —=ac-—=ac-—= a-—]-(c-—jz—.
bd bd bd
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a

20°. b (@a=0, b=0) kasrga teskari kasr g bo’lib, -gzl (kasrlarni

oo

ko’paytirish xossasidan kelib chiqadi).
21°. Kasrlarni bo’lish
a.c_a h.0c20d=0)
b d bc
goida bilan bajariladi.
Daraja. a haqigiy son va n natural son berilgan bo’lsin.
Ta’rif. a sonining n marta o’zini o’ziga ko’paytmasi a sonining n-
darajasi deyiladi va a" kabi belgilanadi. Demak,

a"=a-a-a-...-a.
| ——

n marta

Ta’rifdan a° =1 va ixtiyoriy ne N uchun

22°. Agar m va n butun sonlar bo’lsa (m<0,n<0 da a=0),

m+n

a"a"=a™"", (@m)"=a™
tengliklar o’rinli.
Agar m=0,n=0 bo’lsa, tenglik o’rinliligi aniq. Agar m, n natural sonlar bo’lsa,
daraja ta’rifidan

m m+n

-a"=a-a-a-...-ra-a-a-a-...-a=a

m marta n marta

Agar m<0,n>0va a»0 da k=-m hamda k<n da

a

n marta

/—/%
a" a-a-a-..-a
m n _ A-kaqn _ _ ANk _ Am+n
a"ra"=aa"=—F=——""—=a"=a
a a-a-a-..-a
S
k marta
va k>n da
a" 1
man _ _ _ ANk _ om+k
a"a _b_k_ak’“_a =a
Agar m<0,n<0 va a=0 bo’lsa k=-m, I =-n deb 11° dan foydalanib
1 1 1
a_man — a—k 'a—l :_k'_|: — :a—(k+l) — a.m+n.
a“ a a

Elementlari I, II, III shartlarni ganoatlantiruvchi hech bo’lmaganda bitta
clementga ega bo’lgan to’plamga maydon deyiladi.

Ratsional sonlar, haqiqgiy sonlar, kompleks sonlar va ratsional funksiyalar
maydon hosil giladi.
3.20. Son giymatlarini tagqgoslash va ularning asosiy xossalari
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Ta’rif. Agar b—a>0 bo’lsa, b son a sondan katta deyiladi va b>a
ko’rinishida yoziladi yoki a son b sondan kichik deyiladi va a<b ko’rinishida
yoziladi. Tagqoslashning asosiy xossalarini keltiramiz.

1°. Agar a>b va b>c bo’lsa, a>c bo’ladi (tranzitivlik xossasi).

Agar a>b va b>c bo’lsa, ta’rifdan a-b>0 va b-c>0. IV; dan
(a-b)+(-c)>0, a+b—-b-c=a-c>0.

2°. Agar a>b bo’lsa, ixtiyoriy ¢ sonda a+c>b+c o’rinli. Oldingi

bo’limdagi 5° dan,

a-b=a+c-c+b=(a+c)-(b+c)>0
(chunki a>b), natijada a+c>b+c.
a<b ko’rinishdagi munosabat “a Kichik b” va a=b “a teng b” hamda a>b
“a katta b deb o’qiladi.
a<b yozuv b>a yozuviga teng kuchli bo’lib, a=b yoki a<b ma’noni
anglatadi.

3°. Ixtiyoriy ikkita a va b sonlar uchun quyidagi munosabatlardan fagat
bittasi o’rinli bo’ladi:

a>b, a=b yoki a<b.

4°. Agar a<b bo’lsa, —a>-b o’rinli.

Hagigatdan, a<b shartdan —a=-a+b+(-b) = (b—a) +(-b) > 0+ (-b) =—b.

5°. Agar a<b va c<d bo’lsa, a+c<b+d o’rinli, ya’ni bir xil ishorali
tengsizliklarni hadlab qo’shish mumkin.

6°. Agar a<b va c>d bo’lsa, a—c<b—d o’rinli.

Hagigatdan, ¢>d va4° dan —c=-d. a<b va —c<-d tengsizliklarni qo’shish,
a—-c<b-d egabo’lamiz.

7°. Agar a<b va c<0 bo’lsa ac >bc o’rinli.

Shu bo’limdagi 4° dan —c>0 va IV, dan a(-c) <b(-c). Oldingi bo’limdagi 17°
dan, ac <—cbh. Natijada 4° dan, ac > bc.

Natija. Agar b>0, d >0 bo’lsa,

a_c
J— > J—
b d
shart ad <bc shartga teng kuchli.
3.21. Sonli oraliglar (sonli to’plamlar)
Elementlari haqiqiy sonlardan iborat bo’lgan fe’plam sonli to’plam
deyiladi va E = {x} kabi belgilanadi.

Matematik analizda asosan sonli to’plamlar qaraladi.
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Sonli oraliglar turi, geometrik tasviri, belgilanishi va tengsizliklar yordamida 1-
jadvalda keltirilgan.

1-jadval
Tengsizliklar
Oraliglar turi Geometrik tasviri Belgilanishi yordamida
ifodalanishi

Interval —L%4H 00— (a, b) a<x<b
Kesma —0,4444-0—» [a, b] a<x<b
(segment)
Yarim interval —O44%54,0—» (a, b] a<x<b
Yarim interval —0555450—» [a,b) a<x<b
Nur rag > [a, +0) X>a
Nur —4554554,@—» (~ oo, b] x<b
Ochig nur & > (a, + ) X>a
Ochig nur —45554554 00— (=0, b) x<b

29 ¢¢

Eslatma. Amalda “interval”, “kesma (segment)”, “yarim interval”, “nur”
terminlari yagona nom bilan “sonli oraliqlar” deb yuritiladi.
3.22. Haqiqiy sonning moduli

Hagigiy son a ning moduli deb, agar a>0 bo’lsa, bu sonning o’ziga, agar
a<0 bo’lsa, unga qarama-garshi son —a ga aytiladi. a sonning moduli |a kabi
belgilanadi. Demak,

= {a, agar a0,
—a, agar a<0.

Masalan, |-5/=—(-5) =5, chunki -5<0; [e-2 =e—-2 chunki, e~27..> 2.
Geometrik nugtai nazardan |a] son koordinata to’g’ri chizig’ida a nuqtadan 0
nuqtagacha bo’lgan masofani bildiradi (8-rasm).

A A
O > —0-Orrrrrtr @ a—a=0
8-rasm
3.23. Haqiqgiy son absolyut giymatining xossalari
x € R sonning absolyut giymati quyidagicha aniglanadi:
X = {x, agar x> 0bo'lsa,
— X, agar x<0bo'lsa

Hagigiy sonning absolyut giymatining xossalarini keltiramiz:
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1°. xR son uchun
X =0, X =|-x|, x<[x|, - x <]
munosabatlar o’rinli. Bu munosabatlar sonning absolyut qiymati ta’rifidan kelib
chigadi.
2°. Agar xeR sonlar

X <a (a>0) (1)
tengsizlikni ganoatlantirsa, bunday x sonlar
—a<x<a (2)

tengsizliklarni ham ganoatlantiradi va aksincha. Boshgacha aytganda (1) va (2)
tengsizliklar ekvivalent tengsizliklardir:

X <a«<==-a<x<a.
3°. Agar xeR sonlar X <a(a>0) tengsizlikni ganoatlantirsa, bunday x lar
—a<x<a tengsizliklarni ham ganoatlantiradi va aksincha, ya’ni
X <a<==-a<x<a.
4°. 1kki xeR va yeR haqiqiy sonlar yig’indisining absolyut qiymati bu sonlar
absolyut qiymatlarining yig’indisidan katta emas, ya’ni
X+ y[<|X+]y].
5°. xeR, yeR sonlar uchun
[x=y1=x =]y
tengsizlik o’rinli.
6°. xeR, yeR sonlar uchun
-y =[X- 1y
tenglik o’rinli.
7°. xeR, yeR, y=0 sonlar uchun
_M
1y

X

- , - <|x —
- -l

munosabatlark o’rinli.
3.24. Koordinata to’g’ri chizig’idagi ikki nugta orasidagi masofa

Agar a va b-koordinata to’g’ri chizig’idagi ikkita nuqta bo’lsa, u holda
ular orasidagi p(a, b) masofa

p(a,b)=|b-a
formula orgali ifodalanadi (9-rasm)
Aa B =p-4d
P b >
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9-rasm
Masalan, a=-3,b=-7 bo’lsa bu nuqtalar orasidagi masofa
p(3,-7)=]-7-(3)|=|-7+3 =4.
3.25. To’plamning anig yugori va aniq quyi chegaralari. Chegaralangan
to’plam

Ta'rif. Agar shunday M son mavjud bo’lsaki, ixtiyoriy xeE uchun
x<M tengsizlik bajarilsa, E (E = R) to’plam yugoridan chegaralangan deyiladi,
M son esa E ning yuqori chegarasi deyiladi.

Bu ta'rifni gisqacha quyidagicha aytsa ham bo’ladi, agar shunday M <R
va ixtiyorty xeE uchun x<M bo’lsa, E (EcR) to’plam yuqoridan
chegaralangan deyiladi, M son esa E ning yuqori chegarasi deyiladi.

Ta'rif. Agar

VM eR,3x, e E: X, > M
bo’lsa, E (EcR) to’plam yugoridan chegaralanmagan bo’ladi
Ta'rif. Agar

dneR,VxeE:x>m
bo’lsa, E (EcR) to’plam quyidan chegaralangan deyiladi, m son esa E
(E = R) ning quyi chegarasi deyiladi.
Ta'rif. Agar
VmeR,3IX, e E: X, <m
bo’lsa, E to’plam quyidan chegaralanmagan deyiladi.
Ta'rif. Agar EcR to’plam ham quyidan, ham yugoridan chegaralangan
bo’lsa, E to’plam chegaralangan deyiladi.
Masalan, E= {1%%} to’plam chegaralangan, N ={,23..}
to’plam quyidan chegaralangan, yugoridan chegaralanmagan; F ={x:x e R,x <0}
to’plam esa quyidan chegaralanmagan yugoridan chegaralangan to’plam bo’ladi.

2

Misol. Ushbu A:{n:neN,
n“+1

} to’plamning  chegaralanganligi
ko’rsatilsin.

Ravshanki, ixtiyoriy neN da >0 bo’ladi. Demak, A to’plam

n?+1

quyidan chegaralangan.
Agar
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Sl

n“+1 2

bo’lishini e'tiborga olsak, unda A to’plamning yuqoridan chegaralanganligini
topamiz.

Agar E to’plam yuqoridan chegaralangan bo’lsa, uning yugori chegarasi
cheksiz ko’p bo’ladi. Bu tasdig M sondan katta bo’ladi har ganday haqgigiy son
E to’plamning yuqori chegarasi bo’la olishidan kelib chigadi.

Shuningdek, agar E to’plam quyidan chegaralangan bo’lib uning quyi
chegarasi ham cheksiz ko’p bo’ladi. Bu esa m sondan kichik bo’lgan har ganday
hagigiy son E to’plamning quyi chegarasi bo’la olishidan kelib chigadi.

Teorema. Har ganday yugoridan chegaralangan to’plam uchun uning
yugori chegaralar orasida eng kichigi mavjud.

E (EcR) to’plam yuqoridan chegaralangan bo’lsin, ya'ni shunday
haqigiy M son mavjudki, ixtiyoriy xe E uchun x<M tengsiz o’rinli.

Ta’rif. Yugoridan chegaralangan E to’plamning yuqori chegaralarining
eng kichigi E ning aniq yugori chegarasi deb ataladi va sup E kabi belgilanadi.

Misol. E={x:x<0}: supE=0.

0<(n-1)*=n*-2n+1=2n<n’+1=

Teorema. Har ganday nuqtadan chegaralangan to’plam uchun quyi
chegaralari orasida eng kattasi mavjud.

Ta’rif. Quyidan chegaralangan E to’plamning quyi chegaralarining eng
kattasi E ning aniq quyi chegarasi deb ataladi va inf E kabi belgilanadi.

Misol. E ={1+—”, n=12.. n} inf E=1.
n

4§. Sonlar ketma-ketligi va uning limiti
4.1. Sonli ketma-ketlik tushunchasi
Faraz qgilaylik, f har bir natural son ne N ga biror hagiqiy x, e R sonni
mos qo’yuvchi akslantirish bo’lsin:
finox, (x,=f(n)).

Bu akslantirish giymatlaridan tuzilgan

ifoda hagiqiy sonlar ketma-ketligi (gisgacha sonlar ketma-ketligi) deyiladi va
{x,} ko’rinishida belgilanadi.

Misol. x, _L 1,1,1 ..... 3,...
n 2 3 n

4.2. Sonli ketma-ketlikning yuqoridan (quyidan) chegaralanganligi
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Ta’rif. Agar shunday o’zgarmas M soni mavjud bo’lsaki, ¥ ne N uchun
x, <M (x,>M) bo’lsa, u holda {x,} ketma-ketlik yugoridan (quyidan)
chegaralangan deyiladi.

Bu ta’rifni qisqacha

IMeR, VneN:x. <M (x,>M)

kabi ifodalash mumkin.

Misol. 0, -1,-2,-3,...,—n,... ketma-ketlik yugoridan chegaralangan, chunki
ketma-ketlikning har bir hadi 0 dan katta emas.
1,2, 3,..,nl,...ketma-ketlik quyidan chegaralangan, chunki {n!} ketma-ketlikning
har bir hadi 1 dan kichik emas.
4.3. O’suvchi sonli ketma-ketliklar

Ta’rif. Agar ixtiyoriy ne N uchun

X <X, (X <x.)

tengsizlik o’rinli bo’lsa, {x,} o’suvchi (qat’iy o’suvchi) ketma-ketlik deyiladi.
Misol. 1, 2, 2,3, 3, 3, .... o’suvchi; 2,2%,2°,.,2",.. qat’iy o’suvchi ketma-
ketliklar bo’ladi.
4.4. Kamayuvchi sonli ketma-ketliklar

Ta’rif. Agar ixtiyoriy ne N uchun

X =X, (X >X.,)

tengsizlik o’rinli bo’lsa, {x,} kamayuvchi (gat’iy kamayuvchi) ketma-ketlik
deyiladi.

Misol. 1,1,3,..., i,... kamayuvchi.
2' 4 2n

4.5. Monoton ketma-ketliklar

Ta’rif. O’suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklar umumiy nom bilan
monoton ketma-Kketlilar deyiladi.
4.6. Sonli ketma-ketlikning limiti

sonlar ketma-ketligi hamda biror a son (a e R) berilgan bo’lsin.
Ta’rif. Agar ixtiyoriy >0 olinganda ham shunday natural n, =n,(s) son
topilsaki, barcha n > n, natural sonlar uchun
x,—a <&
tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi deyiladi, a son esa {x,}
ketma-ketlikning limiti deyiladi va
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limx, =a yoki x, — a
n—oo

kabi belgilanadi.
Bu ta’rifni qisqacha
Ve>0,3n=n(e)eN, vn>n =|x, —a<e
kabi ifodalash mumkin.
Misol. Ushbu x =%a (a>1%a>1):a +a,¥a,..,Ya,. ketma-ketlikning
limiti 1ga teng bo’lishini ko’rsating.
Ixtiyoriy musbat ¢ sonni olamiz. Olingan & songa ko’ra natural n, sonni

n, = 938 |1 bolsin deb qaraylik. Bu holda n>n, tengsizlikni
lo(1+ ¢)

ganoatlantiruvchi barcha natural n sonlar uchun
lg@+¢)

El lg@t+e)
|Xn _1|: Q/a_].‘ ZQ/E—1< a”° -l<a lga —1=(a|OgalO)lg(l+g) -1=¢

munosabat o’rinli bo’ladi. Bu esa berilgan ketma-ketlikning limiti 1 ga teng
bo’lishini ko’rsatadi.
4.7. Yaginlashuvchi ketma-ketlikning xossalari

1°. Agar {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi va Ilmx,=a bo’lib,

n—ow

a>p (a<q) bo’lsa, u holda ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barcha
hadlari ham p sondan katta (q sondan kichik) bo’ladi.
2°. Agar {x,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo’lsa, u chegaralangan bo’ladi.
3°. Agar {x, } ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo’lsa, uning limiti yagonadir.
4.8. Cheksiz kichik miqdor
Ta’rif. Agar
|n| L‘D X, =0

bo’lsa, u holda {x,} ga cheksiz kichik miqdor deyiladi.

Misol. x, :% o’zgaruvchi cheksiz kichik miqdordir, chunki lim x, = lim 1o,

n—oo n—o n

Cheksiz kichik migdorlar «,, s, kabi belgilanadi.

1-lemma. Chekli sondagi cheksiz kichik miqdorlar yig’indisi cheksiz
kichik bo’ladi.

2-lemma. Chegaralangan ketma-ketlik bilan cheksiz kichik miqgdor
ko’paytmasi cheksiz kichik bo’ladi.
4.9. Cheksiz katta miqdor

30



Ta’rif. Agar ixtiyoriy ¢>0 olinganda ham shunday natural n, son
topilsaki, ixtiyoriy n>n, uchun
x| > &
bo’lsa, {x,} ga cheksiz katta miqdor deyiladi.
Agar ixtiyoriy ¢ >0 olinganda ham shunday n, e N son topilsaki, v n>n,
uchun x, >& (x,<—¢) bo’lsa, unda {x,} ketma-ketlikning limiti +o (-) deb
olinadi va lim x, = +oo, (!iglxn =) kabi belgilanadi.

n—oo

Misol. Ushbu {(—1)"-n}:—1,2,—3,4 ..... (-D)" -n,... ketma-ketlik cheksiz katta
bo’ladi. Haqiqatan,

(-1)"-n[=n bo’lib, har qanday musbat M son olinganda
ham neN sonni shunday tanlab olish mumkinki, \(—1)” -n\ =n>M bo’ladi.
4.10. Limitga ega bo’lgan ketma-ketliklar haqgida teoremalar
(yaqginlashuvchi ketma-ketliklar ustida arifmetik amallar)

Aytaylik, {x.} va {y,} ketma-ketliklar berilgan bo’lib, ular chekli limitga
ega bo’lsin:
limx. =2, limx =b.

n—oo n—o

U holda:
D lim& £y =lim* £limy. =azb;
2) Iim(xn'yn):"mxn'"m Y, =a-b;
im—=-"22—==(b=0,y,#0
U[Dyn limy. b
bo’ladi.

4) agar ixtiyoriy n>N uchun x, <y, bo’lsa, a<b bo’ladi.

5) e soni. Quyidagi (1+%j (n=123,...) ketma-ketlik lim (1+%J =e=2,718281...
chekli limitga ega. e soni irratsional son.
4.11. Ketma-ketlik limitining mavjudligi

1. Ixtiyoriy n>n, uchun vy, <x, <z, tengsizlik o’rinli bo’lib,

limV.=limz, =abo’lsa, |imx,=a.

n—oo n—oo n—oo

2. Agar {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo’lib, ¥neN uchun

X, <c (x,>c) bo’lsa, uholda lim x, <c (lim x, >c) bo’ladi.
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3. Agar {x,} ketma-ketlik o’suvchi bo’lib, yuqoridan chegaralangan
bo’lsa, u chekli limitga ega; agar yuqoridan chegaralangan bo’Imasa uning limiti
+oo bo’ladi.

4. Agar {x,} ketma-ketlik kamayuvchi bo’lib, quyidan chegaralangan
bo’lsa, u chekli limitga ega: {x,} ketma-ketlik quyidan chegaralangan bo’lmasa
uning limiti —o bo’ladi.

5. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi: ikkita {x,} va {y,} ketma-

ketlik berilgan bo’lib quyidagilar

1) {x,} o’suvchi, {y,} kamayuvchi ketma-ketlik,

2) ixtiyoriy ne N lar uchun x, <vy,,

3) lim (y, ~x,)=0 bajarilgan bo’lsa, {x.} va {y, } yaginlashuvchi va lim x, = lim y,

o’rinli bo’ladi.
6. Monoton va chegaralangan ketma-ketlik limitga ega.
4.12. Qismiy ketma-ketlik
Faraz gilaylik, ixtiyoriy x,X,,X,,..., X,,... ketma-ketlik berilgan bo’lsin. Bu
ketma-ketlik hadlaridan tuzilgan ushbu Xo, o+ X X s oo X

(n,<..<n <.., n eN,k=12..) ketma-ketlik berilgan {x,} ketma-ketlikning
qismiy ketma-ketligi deyiladi

Teorema. Agar {x,} ketma-ketlik limitga (chekli yoki cheksiz) ega bo’lsa,
uning har ganday gismiy ketma-ketligi shu limitga ega bo’ladi.

Eslatma. Ketma-ketlik qismiy ketma-ketligining limiti  mavjud
bo’lishidan berilgan ketma-ketlik limiti mavjud bo’lishi har doim kelib
chigavermaydi.

Ta’rif. {x,} ketma-ketlikning yaginlashuvchi gismiy ketma-ketligining
limiti berilgan ketma-ketlikning gismiy limiti deyiladi.

Misol. 1,3,%, ..... i,... ketma-ketlik, 1,3,1,...,3,... ketma-ketlikning qismiy
2'2 2" 2’3" 7'n

ketma-ketligidir.

Lemma (Bolsano-Veyershtrass lemmasi). Agar {x,} chegaralangan
bo’lsa, bu ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.
4.13. Fundamental ketma-ketliklar. Koshi mezoni

Ta’rif. Agar ixtiyoriy ¢>0 olinganda ham shunday n, e N son mavjud

bo’lsaki, barcha n>n, va m>n, lar uchun

X, —Xp| <&
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tengsizlik bajarilsa, {x, } fundamental ketma-ketlik deyiladi.
Teorema (Koshi teoremasi, mezoni). Ketma-ketlik yaginlashuvchi
bo’lishi uchun u fundamental bo’lishi zarur va yetarlidir.
4.14. Ketma-ketlikning quyi va yuqori limitlari
Ta'rif. {x,} ketma-ketlik gismiy limitlarining eng kattasi berilgan ketma-
ketlikning yuqori limiti deyiladi va u
lim *»
ko’rinishida belgilanadi.
Ta'rif. {x,} ketma-ketlik gismiy limitlarining eng kichigi berilgan ketma-
ketlikning quyi limiti deyiladi va u
lim x,

ko’rinishida belgilanadi.
Teorema. Har ganday ketma-ketlikning quyi va yugori limiti mavjud.
Teorema. {x,} ketma-ketlik ¢ limitga ega bo’lishi uchun lim x, = lim x_, =c

n—ow n—o

bo’lishi zarur va yetarli.
Misol. Ushbu 1, 2,31, 2,3,1, 2, 3, ...ketma-ketlikning yugori limiti lim x, =3,

quyi limiti esa lim x.1 bo’ladi.

n—oo

4.15. Ayrim ketma-ketlik (funksiya) lar limitlari
L lima"=0 (a<D.

n—o0

n 2
1- 1- -D(1- 1- -
< 1n :( +—|q|] =1+n |q|+n(n 1)[ |q|j +...+{ |q|] >n- |q|:
f gl ol 2 [ g

1 1—la)*

1n > |q| lq" = L 1 sbuveso n>M o’rinli»

ql o g n &

2. lim n—O {Ilm—= }
n n n n n 2 2
L L = = , Ve>0 1+—
=27 e 1+n+n(n_1)+ +1<n(n—1) <& ve> n> +g

2
bo’lganda »

2.1%. ||m—_0(a>1) {“m—n: }

n—oo n—o0
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da>La=1+4,4>0. | =" -1 _ <o
2 2
= ~<&.N>2 da n-1>2 2 ~< 42<g>
(n-1A 2 (n-1)A° na

3. ||m——0 (a>1,k>0) [“m n_+oo]

4 a>11>0a=1+4.Binomdan

D 5

a"=1+A)"=1+ni+ (2 +...+ﬂ”>@ﬂz

n>2 da n—1>g natijada

2 . 12 n _ _1
a" >z yoki ﬂ:a—1:>a">ﬁn2. a . @ 1)n, Noowo |22 |h>w
4 4 n 4 4

a——)oo:>——>0 bu k =1 hol (3) kabi, yoki ||m—_+oo isbot bo’ldi.

n n—o

- —k

Endi k >1 bo’lsin a._ ( > {bzai>l b__)oo}:"ma_:%oy
" n* n n b k

n—0o0 n

4. limVa=1. da=1 %1=1. 1) a>1 bollsin. Unda %a>1 bo’lib

n—oo

“h@a-y| =

n(n 1)

=1+na-)+— 2 (%a-)2+..+Wa-1)">n%a-)=a>n®a-1)=0<Va-1<

<2cg n>2 (¢>0) daYa—>1 no>wh
n &

2) 0<a<1, unda 1>1. 1) dan n\/g—ﬂ ya'ni, n—oo.

Bu holda ||mf_||m 1 =-1.
n—+0 \/; Inlmng
5. lim¥n =1.
<n =[1+(Vﬁ—1)]” =1+ n(%—1)+%(a/ﬁ—1)2 +ot @n-=1" bundan
n>$(§/ﬁ—1)2 bundan  (¥n-1)2 <~ < nT<8 bo’ladi.

n>1+2¢72 o’rinli bo’lsa, |Vn —
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6. I|m—=

n—o

nta

n . n m n-m
a__ aaan.a O O . IR . . (.
n 1.2.3-...-(n=1)-...-n ntf 1 2 m m+1 n m{m+1

||nm

<&l nN—oo, — 0 yetarlicha katta n lardap
m+1
2" 2" 22n2ta 2 2\"? 2" 2"
6%, fim 2 =0. @ 0<Z 2R Re 2, (21 82, (2] Som
e Nl N 1.2.3-..-n 3 2 (3 3

7. limna" =0.
<€ Agar [q/<1 bo’lsa. 1‘:a>1 T 2% va 3 dagidek isbot bo’ladiP

q 1 a

;

. log,n
8. lim gnb —0 (b>1).

nN—oo

< ||ma—_0 2* dan. Unda a—<a—<1 (yetarli katta n larda) a>1 va Ve>0

uchun a=b° bo’lsin (a=b®>1). Natijada in<1n<1 dan bim<blm<1 ikkala
a a

tomonini b™ ga ko’paytiramiz. 1<n<b® va buni "b" asosga ko’ra
logarfmlaymiz. log,1<log, n<log, b™ =0<log,n<en Yyoki n ga bo’lsak

I g, N < ¢ isbot bo’ldi »
n

9. |imQ/lH:0. < n!>(g) ekanligini ko’rsatamizp>.

Matematik induksiyada: n=1 da 1>% o’rinli. n da o’rinli n!>(gj .n~n+1 da

o’rinliligini ko’rsatamiz.

n+1)"*( 3 \"(nY" n+1\" 3
s SO TR P

_(n+1}”” 3 _(n+1j”” 3 >(n+1)"
3 (n+1j" 3 (n+1j” 3 )

n

n
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Chunki,

(1+1Jn :1+%+Mi+...+ n(n-H(n=-2)..(n-n+1) 1 :1+1+%(1—1)+...+

n 21 n? n! n" n

+£[1—1j(1—2)...(1—n—_1j<1+1+1+...+1<1+1+1+...+ 11 <1+1+1+...+
n! n n n 2! n! 2 2" 2
+2n11+ :1+L1:3. Limit mavjudligi quyidagi tengsizlikdan kelib chigadi.
1-=
2
1 3 L
0<—< =—<¢g buo’rinli n>=p
vl gy N £
)

3 3
10. x—0 da xsin v/x = x? +o{x2]

58. Funksiya va uning limiti
5.1. Funksiya tushunchasi

X va Y haqiqiy sonlarning biror to’plamlari bo’lsin:

Ta’rif. Agar X to’plamdagi har bir x songa biror goida yoki qonunga
ko’ra Y to’plamdan bitta y son mos qo’yilsa, X to’plamda funksiya berilgan
(aniglangan) deyiladi va f:x—y yoki y= f(x) ko’rinishida belgilanadi.

Bunda X — funksiyaning aniqlanish to’plami (sohasi), Y — funksiyaning
o’zgarish to’plami (sohasi) deyiladi. Bu yerda x erkli o’zgaruvchi (funksiya
argumenti), y esa ekrsiz o’zgaruvchi (x o’zgaruvchining funksiyasi) deyiladi.

Masalan: 1) f- har bir hagigiy x songa uning butun gismi [x] ni mos
qo’yuvchi qoida bo’lsin. Demak, f:x—[x] yoki y=[x] funksiyaga ega
bo’lamiz. Bu funksiyaning aniqlanish to’plami X =R, o’zgarish to’lami esa
Y =Z bo’ladi.

5.2. Funksiyaning berilish usullari

Funksiya ta’rifidagi har bir x ga bitta y ni mos qo’yadigan qoida yoki
gonun turli usullarda berilishi mumkin.

1. Ko’pincha x va y o’zgaruvchilar orasidagi bog’lanish formulalar
yordamida ifodalanadi. Bunda argument x ning har bir giymatiga mos
keladigan y funksiyaning giymatini x ustiga qo’shish, ayirish, ko’paytirish,
bo’lish, darajaga ko’tarish, ildiz chiqarish, logarifmlash va h.k. amallar bajarish
natijasida topiladi. Odatda bunday usul funksiyaning analitik usulda berilishi
deyiladi.
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Misol. x va y o’zgaruvchilar ushbu y=+1+x> formula yordamida
berilgan bo’lsin. Bu funksiyaning aniqlanish sohasi X ={x:xeR} to’plamdan
iborat. Bunda har bir x ga mos keladigan y ning giymati avvalo x ni kvadratga
ko’tarish, so’ngra uni 1 ga qo’shish va bu yig’indidagi kvadrat ildiz chiqarish
kabi amalllarni bajarish natijasida topiladi.

2. Bazi hollarda x (xe X) va y(yeY) o’zgaruvchilar orasidagi bog’lanish
jadval orqali berilgan bo’lishi mumkin. Masalan ish davomida ishchining ishlab
chigargan maxsulotini kuzatganimizda, t, vaqtda T, birlik maxsulot
tayyorlagan, t, vaqtda T, birlik maxsulot tayyorlagan va hokazo bo’lsin.
Natijada quyidagi jadval hosil bo’ladi:

Vagt, t t, t, t, t,

Maxsulot birligi,
T

Bu jadvalda t vagt bilan maxsulot ishlab chigarish migdori T orasidagi
funksional bog’lanishni ifodalaydi, bunda t-argument, T esa funksiya bo’ladi.
Bog’lanishning bunday berilishi, funksiyaning jadval usulda berilishi deyiladi.

3. XOv tekisligida shunday L chiziq berilgan bo’lsinki, OX o’qida
joylashgan nugqtalardan shu o’qqa o’tkazilgan perpendikulyar bu L chizigni
faqat bitta nugtada kesib o’tsin.

Tl T2 T3 se Tk

Yy
OX o’qida bunday nuqtalardan iborat to’plamni X

orqali belgilaylik. X to’plamdan ixtiyoriy x ni olib, bu *
nugtadan OX o’qiga perpendikulyar o’tkazamiz. Bu
perpendikulyarning L chiziq bilan kesishgan nugtasining
ordinatasini y bilan belgilaymiz va olingan x gabu y ni T X
mos qo’yamiz (10-rasm). Natijada X to’plamdan olingan har bir x ga yuqorida
ko’rsatilgan qoidaga ko’ra bitta y mos  10-rasm

qo’yilib, funksiya hosil bo’ladi. Bunda x va y o’zgaruvchilar orasidagi
bog’lanish L chiziq yordamida berilgan bo’ladi. Odatda f ning bunday berilishi
uning grafik usulda berilishi deyiladi.
Funksiyalar so’zlar orqali ham berilishi mumkin.
5.3. Funksiyaning xususiy giymati

Biror X to’plamda y= f(x) funksiya aniglangan bo’lsin. x, € X ga mos
keluvchi 'y, migdor y=f(x) funksiyaning y=f(x) funksiyaning x=x,
nugtadagi xususiy giymati deyiladi va f(x,) =y, kabi belgilanadi.
5.4. Funksiyaning grafigi
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Tekislikning (x, f(x)) nugtalardan iborat, ushbu
x, FOQ) ={(x, f(X):xe X, f(x)eY}
to’plam y = f(x) funksiyaning grafigi deyiladi.
5.5. Juft va toq funksiya

Ta’rif. Agar ixtiyoriy xe X uchun f(-x)= f(x) bo’lsa, f(x) funksiya juft
funksiya, f(-x)=-f(x) bo’lsa, f(x) funksiya tog funksiya deyiladi.

Misol. y=x*y=[x, xeR funksiyalar uchun (-x)* =x*,|-x=x bo’lgani
sababli ular juft funksiyalardir. y=tgx,y=x®>, xeR funksiyalar uchun
tg(-x) = -tgx, (-x)® =-x* bo’lganligi sababli ular toq funksiyalardir.

Juft funksiya grafigi Oy ga nisbatan simmetrik, togq funksiya esa
koordinata boshiga nisbatan simmetrik bo’ladi.

5.6. Davriy funksiya va funksiyaning davri

Ta’rif. Agar shunday o’zgarmas T (T #0) son mavjud bo’lib, ¥xe X
uchun

x+TeX, x-TeX,
f(x+T)=f(x)

bo’lsa, f(x) funksiya davriy funksiya deyiladi va bu shartlarni ganoatlantiruvchi
musbat T larning eng kichigi (agar u mavjud bo’lsa) funksiyaning davri
deyiladi.
5.7. Eng kichik musbat davr

Agar T =0 va ixtiyoriy xe X uchun f(x+T)=f(x) munosabat o’rinli
bo’lsa, bu munosabat ixtiyoriy kT (k =+1,+2,....) uchun ham o’rinli bo’ladi.

Demak, +T,+2T,.. lar ham f(x) funksiyaning davrlari bo’ladi. f(x)
funksiyaning musbat davrlar to’plamini M deb belgilaylik. Agar T, =inf M ham
f(x) funksiyaning davri bo’lsa, ya’ni T,eM bo’lsa, u eng kichik musbat davr

(asosiy davr) deyiladi. Eng kichik musbat davr mavjud bo’lishi ham mumkin,
mavjud bo’lmasligi ham mumkin.
5.8. Davriy funksiyaning xossalari

1°. Agar X to’plamda berilgan f(x) va g(x) funksiyalarning har biri
davriy funksiyalar bo’lib, T =0 ularning davri bo’lsa, u holda f(x)+g(x),

f(x)-g(x) va % (9(x) #0) funksiyalar ham davriy funksiyalar bo’ladi va T

ularning ham davri bo’ladi.
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2°. X to’plamda berilgan f(x) funksiya davriy funksiya, T =0 uning
davri bo’lsin. g esa f(x) ning giymatlari to’plami {f(x):xe X} da berilgan
ixtiyoriy funksiya bo’lsin. U holda g(f(x)) murakkab funksiya ham davriy
funksiya bo’ladi va uning davri T bo’ladi.

Misol. f(x)=log, cosx. Bu funksiya argumenti cosx funksiya eng kichik musbat
davri 2z bo’lganidan f(x) funksiya eng kichik musbat davri ham 2z bo’ladi.

3°. f(x) davriy funksiya, T #0 soni uning davri bo’lsin. Agar x, X, e X
bo’lsa, u holda barcha x, + kT ko’rinishidagi (k=0,+1, +2,..) nuqtalar ham shu
sohaga tegishli bo’ladi: x, +kTeX (k=0,+1+2,..).

Agar x, nugta f(x) funksiyaning berilish sohasiga tegishli bo’lmasa
(xeX ), u holda barcha x, + kT ko’rinishidagi (k=0,+1,+2,..) nugtalar ham shu
sohaga tegishli bo’lmaydi ( x, + kTeX ).

4°. Agar f(x) davriy funksiya bo’lsa, bu funksiya o’zining har bir
giymatini x argumentning cheksiz ko’p qiymatlarida qabul gilinadi.

Natija. Agar f(x) davriy funksiya bo’lsa, berilish sohasida monoton
funksiya bo’Imaydi.

Natija. Agar f(x) funksiya davriy funksiya bo’lsa, u holda ixtiyoriy aeR
uchun f(x)=a tenglama yechimga ega bo’lmaydi yoki cheksiz ko’p yechimga
ega bo’ladi.

Misol. f(x)=x*-1 davriymas, chunki x*-1=0 (a=0) ikkita yechimga
ega.

5°. f(x) davriy funksiya bo’lsin. Agarda

f(x+T)=f(x)
T ga nisbatan tenglama sifatida garalsa (x ni esa parametr deyilsa), u holda
f(x+T)=f(x) tenglama x parametrning barcha gqiymatlari uchun umumiy
bo’lgan noldan farqli kamida bitta T =T, yechimga ega bo’ladi.

Bu xossaga ko’ra f(x) funksiyaning davriymasligini ko’rsatish uchun x
ning ikkita x=x,, x=x, Qiymatlarida T ga nisbatan ushbu f(x,+T)=f(x,),
f(x, +T) = f(x,) tenglamalarning noldan fargli umumiy yechimga ega emasligini
ko’rsatish yetarli.

6°. f(x) davriy funksiya bo’lib, T =0 uning davri bo’lsin. Agar uzunligi
T ga teng bo’lgan biror [o,a+T] oraliqgda |[f(x)|<M (xe[a,a+T) bo’lsa,
argument x ning ixtiyoriy qiymatida ham shu tengsizlik o’rinli bo’ladi.

5.9. To’plamda o’suvchi funksiya
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f(x) funksiya X to’plamda berilgan bo’lsin.

Ta’rif. Agar argument x ning X to’plamdan olingan ixtiyoriy x, va x,
giymatlari uchun x, <x, bo’lishidan f(x)<f(x,) (f(x)<f(x,)) tengsizlik
kelib chigsa, f(x) funksiya X to’plamda o’suvchi (qat’iy o’suvchi) deyiladi.
Misol. f(x)=+/x* funksiya X ={x:x>0} da qat’liy o’suvchi. Darhagiqat,
Ixtiyoriy x, € X, x, e X nuqtalar olib, x, <x, bo’lsin deb qaraylik. U holda

f (%)= F(x)=xC =X >0,
chunki katta sondan katta ildiz chigadi.
Demak, x, <x, tengsizlik bajarilganda f(x,) < f(x,) tengsizlik ham bajariladi.
5.10. To’plamda kamayuvchi funksiya

f(x) funksiya X to’plamda berilgan bo’lsin.

Ta’rif. Agar x argumentning X to’plamdan olingan ixtiyoriy x, va x,
giymatlari uchun x, <x, bo’lishidan f(x))>f(x,) (f(x)>f(x,)) tengsizlik
kelib chigsa, f(x) funksiya X to’plamda kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi)
deyiladi.

5.11. Monoton fuksiya

O’suvchi va kamayuvchi funksiyalar umumiy nom bilan monoton
funksiyalar deyiladi.
5.12. Teskari funksiya

y=f(x) funksiya X to’plamda anigqlangan bo’lib, Y esa funksiya
qiymatlaridan iborat to’plam bo’lsin: Y ={f(x):xe X}. Shu bilan birga Y
to’plamdan olingan har bir y ga X to’plamdan faqat bitta x mos kelsin. Bu
holda Y to’plamdan olingan har bir y ga X to’plamdan fagat bitta x mos
qo’yilishini ifodalaydigan funksiyaga keladi. Bu funksiya y= f(x) ga nisbatan
teskari funksiya deyiladi va u x= f *(y) ko’rinishida belgilanadi.

5.13. Murakkab funksiya

y=f(x) funksiya X sohada aniglangan bo’lib, Y, ={f(x):xe X} esa

funksiya giymatlaridan iborat to’plam bo’lsin. So’ngra Y, to’plamda 0’z

navbatida biror z=¢(y) funksiya berilgan bo’lsin. Natijada X to’plamdan
olingan har bir x ga Y, to’plamdan bitta y (f:x—y) son va Y, to’plamdan

f
olingan bunday y songa bitta z (¢:y—z) son mos qo’yiladi: x—>y—(p>z.
Demak, X to’plamdan olingan har bir x ga bitta z son mos qo’yiladi.
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Odatda, bunday holda f va ¢ funksiyalarning murakkab funksiyasi
beriladi va u z=¢(f(x)) kabi belgilanadi.
Misol. z=Insinx funksiyani garaylik. Bu funksiya z=1Iny, y=sin x funksiya
yordamida hosil bo’lgan funksiya. y=sinx funksiya R=(-o0, +) aniglangan
bo’lib, z=Iny funksiya esa y >0, ya’ni sin x>0 da mavjud. Demak, z =Insin x
murakkab  funksiya X ={x:xe(2kz; (2k+D7z), k=0,+1+2..} to’plamda
aniglangan.
5.14. Elementar funksiyalar

1. Butun ratsional funksiyalar
y=a,x"+a,x"" +..+a, ,Xx+a,

ko’rinishidagi funksiya (bunda neN va a,a,..,a,,, a,-0’zgarmas sonlar)
butun ratsional funksiya deyiladi. Butun ratsional funksiya ko’phad deb ham
yuritiladi. Bu funksiya R = (-w,+x) da aniglangan.

Misol. y=ax+b chizigli funksiya va y=ax®+bx+c kvadrat uchhadlar

butun ratsional funsiyalardir. Ma’lumki, chiziqli funksiyaning grafigi tekislikda
to’g’ri chiziqgni, kvadrat uchhadning grafigi esa parabolani ifodalaydi. Kvadrat
uchhad grafigining holati a koeffisient hamda diskriminant D =b? —4ac ning
ishoralariga bog’liq bo’ladi.

1) a>0,D>0,x <0,x,<0 2) a>0,D>0,%x <0,x,>0
.P“- .Pll.

xl‘\_/xz x 0 k/ x, x
Grafigi I,11,111 choraklarda. Grafigi L1111,V choraklarda.
3) a>0,D>0,% >0,x,>0 4) a<0,D>0,x, <0,x, <0.

F F &

- T T T

Grafigi I,11,1V choraklarda. Grafigi 11,1111V choraklarda.
5) a<0,D>0,x <0,x,>0. 6) a<0,D>0,% >0,%x,>0
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7

Grafigi LI1,111,1V choraklarda.

7) a>0,D<0, X,=——, y

F

X

-

.
:\x

b
2a

h

Fa

Ly

B
-

X

Grafigi 1,1l choraklarda.

9) a<0,D=0,y=0.

Grafigi 11,1V choraklarda.

F 4

IKKi
tuzilgan

funksiya kasr

L
/x.\x i

4ac —b?
4a

Grafigi I,111,1V choraklarda.
>0. 8) a>0,D=0,y=0.
F &
i >
X, X
Grafigi 1,1l choraklarda.
b 4ac —b?
10 0,D <0, =—-—, = 0.
) a< <0 X ==——1 Yo PR

Grafigi 11,1V choraklarda.

F i

Ko

2. Kasr ratsional funksiyalar

butun ratsional funksiyaning nisbatidan \

n n-1
Cagx"+ax" +..4a,X+a,

- m m-1
b X" +b X" +...+b,  X+a,

ratsional

funksiya deyiladi.

Kasr j

ratsional funksiya x=R\ {x :XeR, b x" +bx" +..+b_,x+a, = 0} to’plamda,

11-rasm

ya’ni maxrajni nolga aylantiruvchi nuqtalardan fargli barcha haqiqiy sonlardan

iborat to’plamda aniglangan.

Misol. y:% vay=

ax+b
cx+d

42

lar kasr ratsional funksiyalar bo’ladi.



Ma’lumki, y=l funksiyaning grafigi teng yonli giperboloiddan iborat (11-
X

rasm).
3. Darajali funksiya
Ushbu y = x* ko’rinishidagi funksiyaga darajali funksiya deyiladi. Bunda
u ixtiyorly o’zgarmas haqiqiy musbat son. Darajali funksiyaning aniglanish
sohasi ux ga bog’liq. ¢ butun son bo’lganda ratsional funksiyaga ega bo’lamiz.

. 1 , '
Agar u ratsional, masalan x=-=>0 bo’lsa, i
m ¥

1

m juft bo’lganda x“ =x" funksiyaning aniglanish
sohasi X =[0,+), toq bo’lganda esa funksiyaning
aniglanish sohasi R =(-wo,+x) oraligdan iborat
bo’ladi. x irratsional son bo’lganda x>0 deb olinadi. 12-rasm

Darajali funksiyaning grafigi har doim tekislikning (0,00 hamda (1)
nugqtalaridan o’tadi (12-rasm). s

4. Ko’rsatkichli funksiya \T
y=a" ko’rinishidagi funksiya ko’rsatkichli

funksiya deyiladi, bunda a>0 va a=1. Ko’rsatkichli
funksiyaning anigalnish sohasi R to’lamdan iborat bo’lib,
funksiya giymatlari esa har doim musbat bo’ladi. Bu 13-rasm
funksiyaning grafigi OX o’qidan yuqorida joylashgan va doim tekislikning (0, 1)
nugtasidan o’tadi (13-rasm).
5. Logarfmik funksiya
y=log, x ko’rinishidagi funksiyaga logarfmik

Vo a=1
funksiya deyiladi, bunda a>0 va a=1. Logarfmik V

funksiya X =(0,+) intervalda aniglangan. Bu

funksiyaning grafigi OY o’qini o’ng tomonida qu
joylashgan va doim tekislikning (1, 0) nuqtasidan o’tadi

(14-rasm). L4-rasm
6. Trigonomertik funksiyalar
Markazi koordinatalar boshida bo‘lgan, radiusi 1 ga
teng aylana berilgan bo‘lsin (trigonometrik aylana). ’
Koordinata boshi atrofida OP, (JoP|=1) vektorni soat f___PfM(x«;y«)

X

\,

strelkasi harakatiga teskari yo‘nalishda biror burchakka / = b

- . . 0 X X
burish P, =M (0) nugtani P, =M(x,;y,) nuqtaga o‘tkazsin. \_/
Bo=Mix,y.)

15-rasm
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Bu musbat yo‘nalishli burilish hisoblanadi. Soat strelkasi harakati bo‘ylab «
burchakka burish manfiy burchakka burish hisoblanadi. Bu holda « o‘zgarishi
bilan P, nugtaning koordinatalari x, va y, lar ham turlicha o‘zgaradi (15-rasm).

OP, = (3,0) vektorni « burchakka burish bilan hosil gilingan OP, =(x,;y,)
vektorning absissasi « burchakning kosinusi, ordinatasi esa uning sinusi deb

aytiladi va mos ravishda x,=cosa, Yy,=sina deb belgilanadi
sin X COS X

(tg=——, ctg=—>).
COS X Sin X

1. y=sinx funksiyaning aniglanish sohasi barcha haqgiqiy sonlar
to‘plamidan iborat: D(y)=R. Qiymatlar sohasi esa [-1,1] kesmadan iborat:

E(y)=[-1,1]. Ushbu funksiya [_%+2m;%+2m} (nez) oraligda o‘suvchi;

[,, v om 37 zﬂﬂJ , (nez) oraligda kamayuvchidir (16-rasm).
2 2

= git1
¥ rFs

/’r\ 1 -~
A
16-rasm

2. y=cosx funksiyaning aniglanish sohasi barcha haqiqiy sonlar to‘plamidan
iborat: D(y)=R. Qiymatlar sohasi esa [-1,1] kesmadan iborat: E(y)=[-11].
Ushbu  funksiya [2:m, 7 +2:m],(nez) oraligda ~ kamayuvchi,
[z +2m;27 + 2/m), (neZ) oraligda o‘suvchidir (17-rasm).

F

1

:

5|47

I
4
=t

- dar — (]

SER

oy
2

¥ =COsSX »T
1
\ .' /\ ——
=¥ ! Er Fryg : =
— 2y - - a - el 2 x
= 2 =2 =
17-rasm

3. y=tgx funksiyaning aniglanish sohasi D(x)z(—%mn;%mnj, (nez):;

giymatlar sohasi esa E(y)=R. y=tgx funksiya har bir (—%+7zﬂ;%+ﬂﬂj, (nez)

oraligda o‘suvchi (18-rasm).
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4. y=ctgx funksiyaning aniglanish sohasi D(y)=(m;z+m), (neZ);
giymatlar sohasi esa E(y)=R. y=ctgx funksiya har bir (m;z+m), (nez)

oraligda kamayuvchi (19-rasm).

= YR U

CIUI

2 2 2

19-rasm
7. Giperbolik funksiyalar

i

Ushbu y =e* ko’rsatkichli funksiya yordamida tuzilgan quyidagi

e¥ —e™* e 4+e* et —e™*
, chx = 5 , thx=———, cthx
e*+e

shx =

. ) . . shx chx
aniglangan. Quyidagilar o’rinli thx = ==, cthx=-——,
gfang Quyidag chx shx
sh2x = 2shx - chx, ch?x—sh?x =1, sh®’x+ch?x = ch2x.
8. Teskari trigonometrik funksiyalar

y = arcsin x funksiya

et e

e’ —e"

funksiyalar giperbolik (mos ravishda giperbolik sinus, giperbolik kosinus,
giperbolik tangens, giperbolik kotangens) funksiyalar deyiladi.
shx, chx, thx funksiyalar R da, cthx funksiya esa X =R\{0} to’plamda

0y =

1) D(y) =[-11];

2) E(y)=[—%;ﬂ;

3) arcsin(—x) = —arcsin x tenglik bajarilgani uchun bu
funksiya toqdir;
4) (03] oraligda musbat, [-1,0) oraligda manfiy giymatlidir;

45

20-rasm



5) [-11] kesmada o‘suvchi bo‘lib, bu oraligning chap oxirida o‘zining eng

kichik —% qiymatiga, o‘ng oxirida eng katta % giymatiga erishadi.

Bu funksiyaning grafigi y =sin x funksiyanig [%ﬂ oraligdagi grafigini y = x

to‘g‘ri chizig‘iga nisbatan simmetrik yasash bilan hosil qilinadi (20-rasm).
y =arccos x funksiya

1) D(y) =[-11];

2) E(y)=[0:7];

3) Funksiya toq ham, juft ham emas; !

4) [-1;1] oraligda musbat giymatlidir; \

5) [-1:1] kesmada kamayuvchi bo‘lib, bu oraligning 3 0 T =

chap oxirida o‘zining eng katta r qiymatiga, o‘ng oxirida eng kichik 0
giymatiga erishadi. 21-rasm

Bu funksiyaning grafigi y=cosx funksiyanig [0;z] oraliqdagi grafigini y = x
to‘g‘ri chizig‘iga nisbatan simmetrik yasash bilan hosil qilinadi (21-rasm).

y =arctgx funksiya
1) D(y)=R;
- T

2) E(y)= (T,Ej ;

3) arctg(-x) = —arctgx tenglik bajarilgani uchun bu funksiya toqdir;

4) R, oraligda musbat, R_oraligda manfiy qiymatlidir;

5) R haqiqiy sonlar to‘plamida o‘suvchi.

Bu funksiyaning grafigi y=tgx funksiyanig (%%) oraliqdagi grafigini y = x

to‘g ri chizig‘iga nisbatan simmetrik yasash bilan hosil gilinadi (22-rasm).
y = arcctgx funksiya

1) D(X)=R;
2) E(y) =(0;7);
3) Funksiya toq ham, juft ham emas;
4) R to‘plamning har bir nuqtasida musbat qiymatlidir;
5) R to‘plamda kamayuvchi.
Bu funksiyaning grafigi y=ctgx funksiyanig (0;z) oraliqdagi grafigini y=x
to‘g‘ri chizig‘iga nisbatan simmetrik yasash bilan hosil gilinadi (23-rasm).

y = arctgx y = arcctgx
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22-rasm 23-rasm

5.15. Funksiyaning yuqgoridan (quyidan) chegaralanganligi

y = f(x) funksiya X to’plamda aniqlangan bo’lsin.

Ta’rif. Agar shunday o’zgarmas M (o’zgarmas m) son topilsaki,
ixtiyoriy x e X uchun

f(x)<M (f(x)>m)
bo’lsa, f(x) funksiya X to’plamda yugoridan (quyidan) chegaralangan
deyiladi. Agar f(x) funksiya ham yuqoridan, ham quyidan chegaralangan
bo’lsa, ya’ni shunday o’zgarmas M va m sonlar topilsaki, ixtiyoriy x e X uchun
m< f(x)<M

bo’lsa, f(x) funksiya X to’plamda chegaralangan deyiladi.

Ta’rif. Agar ixtiyoriy M (ixtiyoriy m) son olinganda ham, shunday
X, € X (x; e X) son topilsaki,

f(x,)>M  (f(x})<m)

bo’lsa, f(x) funksiya X to’plamda yugoridan (quyidan) chegaralangan
deyiladi.
5.16. To’plamning limit nuqtasi

Ta’rif. Agar a nugtaning har bir atrofida X to’plamning « dan farqli
kamida bitta nuqtasi bo’lsa, a nuqta X to’plamning limit nugtasi deyiladi.

Ta’rif. Agar a nuqtaning har bir o’ng (chap) atrofida X to’plamning a
dan farqli kamida bitta nuqtasi bo’lsa, « nuqta X ning o’ng (chap) limit
nuqtasi deyiladi (a cheksiz ham bo’lishi mumkin).
5.17. To’plam limit nuqtasining xossalari

1°. X to’plamning limit nuqtasi shu to’plamga tegishli bo’lishi ham,
tegishli bo’lmasligi ham mumkin.

2°. Agar a nugta X to’plamning limit nuqtasi bo’lsa, « nugtaning har bir
atrofida X to’plamning cheksiz ko’p nuqtalari bo’ladi.

3°. Agar a nugta X to’plamning limit nuqtasi bo’lsa, X to’plam
nugtalaridan « ga intiluvchi {x }, (x, € X,x, #a,n=12,3,..) ketma-ketlik tuzish
mumkin.
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5.18. Funksiyaning limiti

X ={x} haqiqiy sonlar to’plami berilgan bo’lib, a nugta uning limit
nugqtasi bo’lsin. Bu to’plamda y= f(x) funksiya aniglangan.

Ta’rif (Geyne ta’rifi). Agar X to’plamning nuqtalaridan tuzilgan a ga
intiluvchi har ganday {x,} (x,#0,n=12..) ketma-ketlik olinganda ham mos
{f(x,)} ketma-ketlik hamma vaqgt yagona b (chekli yoki cheksiz) limitga intilsa,
shu b ga f(x) funksiyaning a nuqtadagi (yoki x —a dagi) limiti deyiladi va u
lim f (x)=b yoki x—a da f(x) »>b ko’rinishida belgilanadi.

X—a

Ta’rif (Koshi ta’rifi). Agar ixtiyoriy ¢>0 son uchun shunday &>0 son
topilsaki, argument x ning O<|x—al<¢s tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
giymatlarida |f(x)-b|<e tengsizlik bajarilsa, b son f(x) funksiyaning a
nugtadagi (x —a dagi) limiti deyiladi.

5.19. Funksiyaning o’ng (chap) limiti

Ta’rif (Geyne ta’rifi). Agar X to’plamning nuqtalaridan tuzilgan va har

bir hadi a dan katta (kichik) bo’lib a ga intiluvchi har ganday {x,} ketma-ketlik

olinganda ham mos {f (x,)} ketma-ketlik hamma vaqt yagona b ga intilsa, shu b
ni f(x) funksiyaning a nuqtadagi o’ng (chap) limiti deyiladi va lim f(x)=b
yoki f(a+0)=b (Xlir?_of(x):b yoki f(a—0)=hb).

Ta’rif (Koshi ta’rifi). Agar ixtiyoriy >0 son uchun shunday & =45(e)
son topilsaki, argument x ning a<x<a+d (a-d<x<a) tengsizliklarni
ganoatlantiruvchi barcha xe X giymatlarida |f(x)-bl<e¢ tengsizlik bajarilsa, b
son f(x) funksiyaning a nuqtadagi o’ng (chap) limiti deyiladi.

Chap va o’ng limitlar bir tomonli limitlar deyiladi

Funksiyaning o’ng (chap) limitlari quyidagi ko’rinishda belgilanadi:

lim f(x)=b yoki f(a+0)=b,

(XET_O f(x)=b yoki f(a-0)=b).

Misol. Ushbu
f() = {— 2x+1, agar x<1
X+1, agar x>1
funksiyaning x =1 nuqtadagi o’ng va chap limitlarini toping.
lim () =lim (x+1) =2,

x—1+0 x—1+0

lim ) =lim (-2x+1) =-1.

x—1-0 x—1-0
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Teorema (limitga ega bo’lish hagqida). f(x) funksiya a nuqtada b
limitga ega bo’lishi uchun uning shu nuqtadagi o’ng va chap limitlari mavjud
bo’lib,

f(a+0)=f(a-0)=b
tenglik o’rinli bo’lishi zarur va yetarli.
5.20. Chekli limitga ega bo’lgan funksiyaning xossalari

X to’plam berilgan bo’lib, a nugta uning limit nuqtasi bo’lsin. Bu
to’plamda f(x) funksiya aniglangan.

1°. Agar ushbu lim f(x)=b limit mavjud bo’lib, b>p (b<q) bo’lsa, a

nuqgtaning yetarli kichik atrofidan olingan x (x=a) ning giymatlarida f(x)>p
(f(x)<q) bo’ladi.
2°. Agar ushbu lim £ (x) =b limit mavjud bo’lsa, a nugtaning yetarli kichik

atrofidan olingan x (x=a) ning giymatlarida f(x) funksiya chegaralangan
bo’ladi.

3°. Agar argument x ning a nugtaning biror ng(a) atrofidan olingan
barcha giymatlarida f,(x)<f,(x) tengsizlik o’rinli bo’lib, lim f (x), lim £, (x)

limitlar mavjud bo’lsa, u holda lim f (x) <lim f,(x) tengsizlik o’rinli bo’ladi.

4°. Agar argument x ning a nugtaning biror LJ(;(a) atrofidan olingan
barcha giymatlarida f (x)< f(x)<f,(x)tengsizlik o’rinli bo’lsa va |jm f.(X),

lim £, (x) limitlar mavjud bo’lib, lim £,(x) = lim f,(x) =b bo’lsa, u holda
lim f(x) =b bo’ladi.
5.21. Chekli limitga ega bo’lgan funksiyalar ustida arifmetik amallar

X to’plam berilgan bo’lib, a nuqta uning limit nuqtasi bo’lsin. Bu
to’plamda f(x) va g(x) funksiyalar aniglangan.

1°. Agar x—»a da f(x) va g(x) funksiyalar limitga ega bo’lsa, f(x)+ g(x)
funksiya ham limitga ega va

lim[f 00+ 9()l=lim f() £ lim 9(0

tenglik o’rinli.
2°. Agar x—a da f(x) va g(x) funksiyalar limitga ega bo’lsa, f(x)-g(x)
funksiya ham limitga ega va
lim [F (- g()]=1im f (0 lim 9

X—a X—a X—a
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tenglik o’rinli.
Natija. Agar x—>a da  f(x) funksiya limitga ega bo’lsa, unda k- f(x)
(k =const ) funksiya ham limitga ega va
lim k- f9l=k-lim f()

tenglik o’rinli.
3°. Agar x—»ada f(x) va g(x) funksiyalar limitga ega bo’lib,

[im 9(x) =0 bo’lsa, % (g(x) = 0) funksiya ham limitga ega va

X—>a

M6 = Tim 90

tenglik o’rinli.
Teorema. Agar 1) lim ¢(x) =c limit o’rinli bo’lsa, a nugtaning shunday

U,(a) atrofi mavjud bo’lib, barcha xeU,(a) lar uchun ¢(x)=c bo’lsa, 2) c
nugta T to’plamning limit nuqtasi bo’lib, lim f(t) =b limit mavjud bo’lsa, u
holda x —a da murakkab funksiya y = f (¢(x)) ham limitga ega va

lim 1 (p(x)) =b
bo’ladi.

Teorema. f(x) funksiya X to’plamda o’suvchi bo’lib, u yuqoridan
chegaralangan bo’lsa, funksiya « nuqtada chekli limitga ega, yuqoridan
chegaralanmagan bo’lsa, uning limiti +o0 bo’ladi.

Teorema. Agar f(x) funksiya X to’plamda kamayuvchi bo’lib, u
quyidan chegaralangan bo’lsa, funksiya « nuqtada chekli limitga ega, quyidan
chegaralanmagan bo’lsa, uning limiti —« bo’ladi.

Ta’rif (Koshi sharti (kriteriysi)). Agar ixtiyoriy >0 son uchun shunday
& >0 son topilsaki argument x ning 0<|x'—al<&, 0<|x"—a <& tengsizliklarni
ganoatlantiruvchi x’ va x” giymatlarida

[F(x) - f(X) <e
tengsizlik o’rinli bo’lsa, f(x) funksiya uchun a nuqtada Koshi sharti bajarilgan
deyiladi.

Teorema (Koshi teoremasi). f(x) funksiya a« nugtada chekli limitga ega
bo’lishi uchun bu funksiya uchun « nuqgtada Koshi sharti bajarilishi zarur va
yetarli.

5.22. Murakkab funksiyaning limiti
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Biror X to’plamda t=¢(x) funksiya aniglangan va bu funksiyaning
giymatlaridan iborat T to’plamda y=f(t) funksiya aniqlangan bo’lib, ular
yordamida murakkab funksiya y= f(¢(x)) hosil gilingan bo’lsin. Bu murakkab
funksiya X to’plamda aniglangan. Shu bilan birga a son X to’plamning limit
nugqtasi bo’lsin.

Teorema. Agar 1) lim ¢(x) = ¢ limit o’rinli bo’lib, a nugtaning shunday
U,(a) atrofi mavjud bo’lsaki, barcha xeU(a) lar uchun ¢(x)=c bo’lsa, 2) ¢
nugta T to’plamning limit nuqtasi bo’lib, lim £ (t) =b limit mavjud bo’lsa, u

holda x —a da murakkab funksiya y = f (¢(x)) ham limitga ega va lim £ (p(x)) =b

bo’ladi.
5.23. Cheksiz katta va kichik funksyalar

Biror X to’plam berilgan bo’lib, a uning limit nuqtasi bo’lsin. Bu
to’plamda «(x), B(x) funksiyalar aniglangan bo’lsin.

Ta’rif. Agar x »>a da «a(x) funksiyaning limiti nolga teng bo’lsa, a(x)
funksiya x —a da cheksiz kichik funksiya deyiladi.

Misol f(x)=x*> funksiya x—0 da cheksiz kichik funksiya, chunki
||rp x*=0.

Ta’rif. Agar x—a da B(x) funksiyaning limiti « bo’lsa, A(x) funksiya
x —a da cheksiz katta funksiya deyiladi.

Agar f(x) funksiya x—a da chekli b limitga ega bo’lsa (LiTa f(x)=b), u

holda «(x) = f(x)-b funksiya x —a da cheksiz kichik funksiya bo’ladi.

Misol. f(x) =§ funksiya x —0 da cheksiz katta funksiya bo’ladi.

5.24. Cheksiz katta (kichik) funksyalarning xossalari

1°. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalar yig’indisi cheksiz kichik
funksiya bo’ladi.

2°.  Chegaralangan funksiyaning cheksiz kichik funksiya bilan
ko’paytmasi cheksiz kichik funksiya bo’ladi.

3°, Agar a(x) (a(x) = 0) cheksiz kichik funksiya bo’lsa, % cheksiz katta
a

funksiya bo’ladi.
4°. Agar B(x) cheksiz katta funksiya bo’lsa, ﬁ cheksiz kichik funksiya

bo’ladi.
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5.25. Funksiyalarni taggoslash

X cR to’plamda f(x) va g(x) funksiyalar aniglangan bo’lsin. Biror a
nugtaning U (a) (U,(a)c X ) atrofida f(x) va g(x) funksiyalar quyidagicha
tagqoslanadi.

Ta’rif (O-belgi). Agar f(x) va g(x) funksiyalar uchun shunday >0 va
C >0 sonlar topilsaki, barcha xeU(a) lar uchun

| f ()| <C|g(x)|
bo’lsa, u holda x —a da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chegaralangan
deyiladi va f(x)=0(g(x)) kabi belgilanadi.
Agar f(x)=0(g(x)) va g(x)=0(f(x)) bo’lsa, f(x) funksiya g(x) funksiyalar
x —a da bir xil tartibli funksiyalar deyiladi.
Ta’rif (ekvivalentlik, ~). Agar
. (%)
im0~
bo’lsa, x—a da g(x) va f(x)lar ekvivalent funksiyalar deyiladi va f(x)~g(x)
kabi belgilanadi.
Ta’rif (0-belgi). Agar g(x) va f(x) funksiyalar uchun
f(x)=a(x)-g(x)
bo’lib, bunda |jma™) =]im 9(x)=0 bo’lsa, u holda x—a da f(x) funksiya

X—a X—a

g(x) ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya deyiladi va
f(x) =0(g(x)) kabi belgilanadi.
Misol. Ushbu [’ =o(x?) munosabat x —0 da o’rinli. [’ =|x|-x* tenglikdan va

lim|x =0 ekanligidan |x’ = o(x?) o’rinli.

x—0

5.26. Limitlarni hisoblashda kerak bo’ladigan ajoyib va muhim limitlar

. Sin x . X
1. Iim—==1 (Ilm _—=1j.
Xx—0 X x—0 SN X

2. Iim(l+1j =e (Iim(l+gj :e"‘}.
X—0 X X—00 X

3. lim (1+ X)X =e.

=

4. 1ML na a>0) 4. im & =11
x—0 X x—0 X

5. |im(lL)_1:a
x—0 X
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5. Agar P(x) =a,x+a,x’ +...+a,x", m-butun son, lim ~————=

X m’
6. Iimwzl (Iimwzlogaej.

x—0 X x—0 X
. Inx

7.lim—=1 (¢>0).
x—0 x¢

5.27. Funksiyaning uzluksizligi

XcR to’plamda f(x) funksiya aniglangan bo’lib, x, (x,€X)
to’plamning limit nuqtasi bo’lsin.

Ta'rif. Agar x—a da f(x) funksiya limiti mavjud va lim £ (x) = (a)
bo’lsa, f(x) funksiya a nuqgtada uzluksiz deyiladi.

Ta’rif (Koshi ta’rifi). Ixtiyorty &>0 son uchun shunday >0 son
topilsaki, funksiya argumenti xe X ning |x—al <& tengsizlikni ganoatlantiruvchi

barcha giymatlarida
[f(x)-f@)<e
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya a nugtada uzluksiz deyiladi.

Ta’rif (Geyni ta’rifi). Agar X to’plamning elementlardan tuzilgan va a
ga intiluvchi har ganday {x,} ketma-ketlik olinganda ham funksiya

giymatlaridan tuzilgan mos {f(x,)} ketma-ketlik hamma vaqt yagona f(a) ga
intilsa, berilga funksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi.
Agar
lim ()= f(x)

munosabat o’rinli bo’lsa, ushbu
lim [f (x) = f(x,)]=0

X% >0
munosabat ham o’rinli bo’ladi. Odatda x-x, ayirma argument orttirmasi,
f(x) - f(x,) esa funksiyaning x, nuqtadagi orttirmasi deyiladi.

Ular mos ravishda Ax va Ay (Af(x,)) kabi belgilanadi:

AX=X—=X,, Ay =Af(x,)=f(x) - f(X,).

Demak, x=x, +Ax, Ay= f(x, +Ax) - f(X,).

Natijada X"flo f(x) = f(x,) munosabat
fm, &y = fm, A1 (x)) =0

ko’rinishiga ega bo’ladi.
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5.28. Uzluksiz funksiyaning xossalari

Funksiyalar uzluksizligi nugtada va oraliqda garaladi.

1°. Agar f(x) funksiya « nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda « nugtaning
yetali kichik atrofida funksiya chegaralangan bo’ladi.

2°. Agar f(x) funksiya « nuqtada uzluksiz va f(a)=0 bo’lsa, u holda a
ning yetarli kichik atrofidan olingan barcha x nuqgtalarida funksiya
giymatlarining ishorasi f(a) ning ishorasi bilan bir xil bo’ladi ( agar har xil
ishora bo’lsa f(a) =0 bo’ladi).

3°. Agar f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda ixtiyoriy >0
uchun a nugtaning shunday kichik atrofi topiladiki, bu atrofdan olingan
ixtiyoriy x', x” nuqgtalar uchun

[ (x)— F(x")

<¢&
o’rinli bo’ladi.

Teorema (Bolsano-Koshining birinchi teoremasi). Agar f(x) funksiya
[a,b] segmentda aniqlangan va uzluksiz bo’lib, segmentning chetki nuqtalarida
har xil ishorali giymatlarga ega bo’lsa, u holda shunday ¢ (a<c<b) nugta
topiladiki, u nugtada funksiya nolga aylanadi: f(c)=0 .

Teorema (Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasi). Agar f(x) funksiya
[a,b] segmentda aniglangan va uzluksiz bo’lib, uning chetki nuqtalarida
f(a)=A, f(b)=B giymatlarga ega va A=B bo’lsa, A va B orasida har ganday
C son olinganda ham a bilan b orasida shunday c nuqta topiladiki,

f(c)=C
bo’ladi.

Teorema (Veyrshtrassning birinchi teoremasi). Agar f(x) funksiya [a,b]
segmentda aniqlangan va uzluksiz bo’lsa, u shu segmentda chegaralangan
bo’ladi.

Teorema (Veyrshtrassning ikkinchi teoremasi). Agar f(x) funksiya [a,b]
segmentda aniglangan va uzluksiz bo’lsa, funksiya shu segmentda o’zining aniq
yugori hamda aniq quyi chegaraslariga erishadi.

5.29. Tekari funksiyaning mavjudligi

Agar f(x) funksiya X oraligda aniglangan, uzluksiz va qt’iy o’suvchi
(qat’iy kamayuvchi) bo’lsa, bu funksiya giymatlaridan iborat Y = {f (x):x e X}
oraliqda teskari f *(y) funksiya mavjud bo’lib, u uzluksiz va qat’iy o’suvchi
(qat’ity kamayuvchi) bo’ladi.

5.30. Funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi
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Biror y = f(x) funksiya X to’plamda berilgan bo’lsin.
Ta’rif. Agar ixtiyoriy ¢>0 son uchun shunday &(¢) >0 son topilsaki, X
<o tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x' va x’

to’plamning |x'— X"

(x',x"e X)) nugtalarida
[F(x) - f(x)<e
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to’plamda tekis uzluksiz deyiladi.

Ta’rif. Shunday musbat ¢ soni mavjud bo’lib, ixtiyoriy 6>0 son
olinganda ham |x'—x"|<¢s tengsizlikni ganoatlantiruvchi x’,x"e X nugtalar

topilsaki
|f x)-f* (x”)| >

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to’plamda tekis uzluksiz emas deyiladi.

Teorema (Kantor teoremasi). Agar f(x) funksiya [a,b] segmentda
aniqlangan va uzluksiz bo’lsa, u shu segmentda tekis uzluksiz bo’ladi.
5.31. Funksiyaning bir tomonli uzluksizligi

X <R da f(x) funksiya aniglangan bo’lib, ae X esa X to’plamning o’ng
(chap) limit nuqtasi bo’lsin.

Ta’rif. Agar x>a+0 (x—>a-0) da f(x) funksiyaning o’ng (chap) limiti
mavjud va lim f(x)=f(a) (XET_O f(x)= f(a)) bo’lsa, f(x) a nuqtada o’ngdan

(chapdan) uzluksiz deyiladi.

Ta’rif. Agar f(x) funksiya a nuqtada ham o’ngdan ham chapdan bir
vaqtda uzluksiz bo’lsa, funksiya shu nuqtada uzluksiz bo’ladi.

Ta’rif. Agar f(x) funksiya X c R to’plamning har bir nuqtasida uzluksiz
bo’lsa, funksiya X to’plamda uzluksiz deyiladi.
5.32. Funksiyaning uzilishi. Uzilish turlari. Funksiya sakrashi

f(x) funksiya X to’plamda aniglangan bo’lib, aeX nuqta X
to’plamning limit nuqtasi bo’lsin.

Ta’rif. Agar x—a bo’lganda f(x) funksiyaning limiti mavjud, chekli
bo’lib

lim f () =b = f(a) yoki [jm f(x) ==

(—o, +x) bo’lsa yoki mavjud bo’lmasa, unda f(x) funksiya x=a nuqtada
uzilishga ega deyiladi.
Uzilish turlari: I, 1l- tur va “Bartaraf qilinishi mumkin bo’lgan” uzilishlar .
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1. I-tur uzilish: agar x »>a da f(x) funksiyaning o’ng ( f(a+0)) va chap
( f(a-0)) limitlari mavjud va chekli bo’lib,
f(a—0) = f(a+0)
bo’lsa, f(x) funksiya x=a da I-tur uzilishga ega deyiladi.

sin X

Misol. f(x) =W funksiya x=0 nuqtada I-tur uzilishga ega.

Hagigatdan,

f(0+0) = f(+0)=|im%=+1 va f(0-0)= f(—0):|im‘°‘"‘—::—1
X—+0 x>0 T

f(+0) = f(-0).
2. Bartaraf gilish mumkin bo’lgan uzilish: f(x) funksiyaning o’ng va

chap limitlari mavjud chekli bo’lib,

f(a—-0)=f(a+0)= f(a)
munosabat o’rinli bo’lsa, f(x) funksiya x=a nuqtada bartaraf gilish mumkin
bo’lgan uzilishga ega deyiladi.

3. l-tur uzilish: x —a da f(x) funksiyaning limiti mavjud bo’Imaydigan
boshga hamma hollarda funksiya « nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega deyiladi.
Agar chap yoki o’ng tomonli limitlar +o, —o0 bo’lgan hollar ham shu Il-turga
Kiritiladi.

5.33. Monoton funksiyaning uzluksizligi va uzilishi

f(x) funksiya X oraliqda aniglangan bo’lsin.

Teorema. Agar f(x) funksiya X oraligda monoton funksiya bo’lsa, u shu
oraligning istalgan nuqgtasida yo uzluksiz bo’ladi, yoki faqat birinchi tur
uzilishga ega bo’ladi.

Teorema. Agar f(x) funksiya X oraligda monoton bo’lib, uning
qiymatlar to’plami Y, ={f(x):xe X} biror oraligdan iborat bo’lsa, u holda bu
funksiya X da uzluksiz bo’ladi.

5.34. Uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar

f(x) va g(x) funksiyalar X oraliqda berilgan bo’Isin.

Teorema. Agar f(x) va g(x) funksiyalar a nuqtada uzluksiz bo’lsa,
ularning yig’indisi ham a nuqtada uzluksiz bo’ladi.

Teorema. Agar f(x) va g(x) funksiyalar a nuqtada uzluksiz bo’lsa,
ularning ko’paytmasi ham uzluksiz bo’ladi.
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Teorema. Agar f(x) va g(x) funksiyalar a nuqtada uzluksiz bo’lsa,

ularning % (9(x) =0) nisbat ham a nuqtada uzluksiz bo’ladi.

5.35. Murakkab funksiyaning uzluksizligi

y=f(x) funksiya X to’plamda, z=¢(y) €sa Y to’plamda aniqlangan
bo’lib, z = ¢(f(x)) murakkab funksiya berilgan bo’lsin.

Teorema. Agar y = f(x) funksiya ae X nuqgtada, z =¢(y) funksiya esa a
nugtadaga mos kelgan y, = f(a) nuqtada uzluksiz bo’lsa, z=¢(f(x)) murakkab

funksiya a nuqtada uzluksiz bo’ladi.
5.36. Limitlarni hisoblashda funksiyaning uzluksizligidan foydalanish
z = o(f(x)) murakkab funksiya berilgan bo’lsin.

Agar lim f(x)=f(a)=y, mavjud bo’lib, z=¢(y) funksiya y, nugtada

uzluksiz bo’lsa, u holda lim ¢(f(x)) mavjud va

lim o (f () =¢[|im f(x)]w(ya)

o’rinl1.
Agar |im f(x)=b (b>0),]im 9(x) =c o’rinli bo’lsa,

X—a X—a

- g(x) - g(x)Inf(x) Ilm g(x)ln{"m f(X)} clnb c
lim f %™ =lime =g e =g =b",

X—a X—a

f(x)?% funksiya darajali-ko ’rsatkichli funksiya deyiladi:
L limf® =1 |im9(x) =« bo’lsa, 1 anigmaslik bo’ladi.

X—a X—a

2. lim f)=0, |imo(x)=0 bo’lsa, 0° anigmaslik bo’ladi.

X—a X—a

3. lim f () =+%, |im 9(x) =0 bo’lsa, «»° anigmaslik bo’ladi.

17 anigmaslik quyidagicha ochiladi

1 ) (FeODgx) lim (f (0)-Dgx)
lim (0% =Iim{[1+(f(><)—1)]f<x>l} =e" :

X—a X—a

Misol. [im@+x®)“™, f()=1+x*|imf®=lim@+x*=1, g(x)=ctg’x,

x—0 x—0 x—0

2
_ _ _ fim <o lim [
lim 9 = limecta*x=. [jm @+x*)®* et D™ g —gwr 0 <

x—0 x—0 x—0

5.37. Funksiya hosilasi va differensiali
y = f(x) funksiya x, nugtaning (x, € R) biror atrofida berilgan bo’lsin. Bu

funksiyaning x, nugtadagi orttirmasi
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Ay = Af (X,) = (X, +X)— f(X,)
ning argument orttirmasi Ax = x-x, ga nisbati

ﬂ_Af(x)
Ax_ AX

(Ax #0)
ni garaymiz.
Ta’rif. Agar Ax —0 da % nisbatning limiti

. A . f(x, +Ax) - f(X,)
lim 2 =lim— :

a0 AX Ax—0 AX

mavjud va chekli bo’lsa, bu limit y= f(x) funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi

deyiladi va f’(x) yoki y;_, YyoKi :_y ko’rinishlarida belgilanadi.
X

Misol. f(x)=sin x funksiyaning xeR nuqgtadagi hosilasini ta’rifdan foydalanib
toping.

. X+AX—X X+ AX + X
2sin - COS

. Ay . sin(X+AX)-sinx . 2 2 B
LTI L — I I
. AX ( ij _
2sin —-COS| X+ — sin ==
=|lim 2 2 =|imcos(x+gj|im—2 = COS X
Ax—0 AX Ax—0 2 AX—0 g

2
Demak, (sin x)'=cosx, VxeR.

5.38. Bir tomonli hosilalar

Ta’rif. Agar Ax—+0 (Ax—-0) da % nisbatning limiti

. Ay L (X +AX) - T (X))
!!mAx_!!m) AX

. Ay . F(xg+AX) = f(X,
(Ilm—y=llm U+ 0= T ))

a0 AX x>0 AX

mavjud va chekli bo’lsa, bu limit f(x) funksiyaning x, nugqtadagi o’ng (chap)
hosilasi deyiladi va uni f'(x, +0) (f'(x, —0)) ko’rinishida belgilanadi.

Funksiyaning o’ng va chap hosilalari bir tomonli hosilalar deyiladi.
Misol. f(x)=|x ni qaraylik. Ma’lumki, Ay=|x+AX—|x, x=0 da Ay=|Ax unda
Ay

A . - o,
Alxmogzl, Alxlmogz—l. Demak, f(x)=|x funksiyaning x=0 nuqtadagi o’ng

hosilasi 1 ga, chap hosilasi -1 ga teng. Funksiya x=0 nugtada hosilaga ega
emas.
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5.39. Cheksiz hosilalar
y=f(x) funksiya x, nugtaning (x, € R) biror atrofida berilgan bo’lib, u
X, nuqtada uzluksiz bo’lsin.
Ta’rif. Agar Ax—0 da % nisbatning limiti
. Ay F(X +AX) = (X))
im 5, =1im AX
+oo (Yoki —«) bo’lsa, u ham f(x) funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi bo’lib,
bunga cheksiz hosila deyiladi.
Demak,

. A . f(X, +Ax) = T(X,)
lim 2 =lim— =0,

AXx—0 AX AX—0 AX

5.40. Funksiya hosilasining geometrik va mexanik ma’nosi

f(x) funksiya (a,b) oraligda aniglangan va uzluksiz bo’lib, x, €(a,b)
nugtada f'(x,) hosilaga ega bo’lsin. U holda f(x) funksiya grafigga
M, (X, f(X,)) nuqtada o’tkazilgan urinma mavjud. Funksiyaning x, nuqtadagi
hosilasi  f'(x,) esa bu wurinmaning burchak koeffisientini ifodalaydi.
Urinmaning tenglamasi

y="Tf(x)+ (X)) (x=x%p)

ko’rinishida bo’ladi.

Agar f'(x,)=10 bo’lsa, f(x) funksiya grafigiga (x,,f(x,)) nugtada
o’tkazilgan urinma Ox o’qiga perpendikulyar bo’ladi.

Moddiy nuqtaning to’g’ri chiziqli harakati s=f(t) funksiya bilan
ifodalangan bo’lsin, bunda t -vaqgt, s shu vaqt ichida o’tilgan masofa (yo’l).

s=f(x) funksiyaning t, nuqgtadagi hosilasi f'(t,) harakat gilayotgan
moddiy nuqgtaning t, vaqtdagi oniy tezligini bildiradi.
5.41. Teskari funksiyaning hosilasi

Agar y=f(x) funksiya x, nuqtada f’'(x,)=0 hosilaga ega bo’lsa, bu
funksiyaga teskari x= f *(y) funksiya x, nugtada hosilaga ega va

(f2(9)) yor, =

1
fx’(XO)
bo’ladi.

Misol. Ushbu y =arccosx funksiya hosilasini toping.
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Ravshanki, y=arccosx funksiya x=cosy funksiyaga (0<y<sx) teskari

funksiyadir. Unda yuqoridagi qoidaga ko’ra y'= (arccos x)'=ﬁ bo’ladi.
y

Ma’lumki, (cosy)'=-siny. Demak, y'= (arccosx)’ = - L

1 1 .
siny  Jl—cos’y  1-x2

(-1<x<1).
5.42. Murakkab funksiyaning hosilasi

u=f(x) funksiya (a,b) oraliqda, y=F(x) funksiya esa (c,d) oraligda
berilgan bo’lib,

y=F(f(x))

murakkab funksiyaga ega bo’laylik.

Agar u=f(x) funksiya xe(ab) nuqgtada f'(x,) hosilaga ega bo’lib,
y=F(u) funksiya esa x, nugtaga mos u, (u, = f(x,)) nugtada F'(u,) hosilaga
ega bo’lsa, u holda murakkab funksiya F(f(x)) ham x, nuqgtada hosilaga ega va

[FCE O] o = F W)+ 1705 ([FCTOO] = F/(100)- 100+ )

bo’ladi.
Misol. Ushbu y =sin x* funksiyaning hosilasini toping.
Ko’rinib turibdiki bu murakkab funksiya bo’lib, uni y=F(u)=sinu,u= f(x) = x
deb qarash mumkin. Yuqoridagi formulaga ko’ra: y' =(sin x*) =
=(sinu)’ . -(x*) =cosx?-2x =2xcos x*.
5.43. Hosilani hisoblashni sodda qoidalari

f(x) va g(x) funksiyalar xe(a,b) nugtada f'(x) va g'(x) hosilalarga ega
bo’lsin. U holda f(x)+g(x), f(x)-g(x), % (g(x) =0) funksiyalar ham
hosilaga ega va

1) [F0+900] = F/00+'00;
2) [f(x)- g(x)]' =f'(x)-g0)+ F(x)-g'(x), [(cfF(x) =c-f'X)];

!

3) {f(x)} _F00-900-F09-90) (4520, [{ A J _Af'(x)]

g(x) 92(x) f(x))  f2(x)

bo’ladi.

5.44. Hosilalar jadvali
Lo (XY =u-x*", (u>0)
L (F7(0) = p- £ F(X)
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2. (@")'=a"-Ina, (a>0,a=1) ((ex)'zex).
2" (a”x)), =a'™.f'(x)-lna
2", (ef("))’ =e'™.f'(x)

3. (Iogax)':L (x>0,a>0,a=1)
xIna

, . f'(x)log, e
3. (log, f(x)) Tt
gyl g A
3.(Inx)_X, 3 .(Inf(x))_f(x)

4, (sin X)'=cosX.

4", (sin( f(x))) =cos f(x)- f'(x)
5. (cos x)' =—sin x

5. (cos(f(x)))' =—sin f(x)- f'(x)
6

Q) =———, X2+ km k=0,+1,+2,...
cos’ X
, (%)
. (tg(f =
6". (tg(f(x))) cos? £ (%)
7. (ctgx) =-— _12 X#=kr k=0,£1+2,...
sin * x
, : f'(x)
: f =
7" (ctg(f(x)) Sn? f (%)
8. (arcsin x)' = ! , —l<x<l1.
1-x?
8", (arcsin( F(x) =) 1. f(x<1
1— f2(x)
9. (arccos x)' =— ! , —l<x<1.
1-x?
9 , f(x
. (arccos(f(x))' =- , —l<f(x)<1
1- 2(x)
10. = :
(arctgx) .
’. f !: . !
10°. (arctg(f(x))) I 170 f'(x)

11. (arcctgx)’z—1 !

XZ
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1

1
1+ f2(x)

[—

", (arcctg(f (x)))' =-— - f'(x)

12. (shx)’ = chx.

12°. (sh(f(x))' =chf (x)- f'(x)

13. (chx)’ = shx

137, (ch(f(x)))’ = shf (x)- f'(x)
1

ch®x

147, (th(f (X))’ = chfz’??x)

14. (thx)’ =

Xx#0

f'(x)
sh2f (x)

5.45. Ayrim funksiyalarning hosilalari
] (4] 4
2. (F"(f (x)))' —nFE"Y(F (X)) F'(f (X)) F'(X)

3. (sin >(cos 3x)) —5sin *(cos 3x) - cos(cos 3x) - sin 3x- 3.

15. (cthx)' = o~

15", (cth(f (X))’ =

m
n

4. (u(x)"@) =u(x)"™ {v’(x) Inu(x) +m : u’(x)}
u(x)

5. (X)) =x*(Inx+1).

rf(x) [ 1 J
6. (f(x)) = C | x=—=].
(f00) 2./ (%) 2/
5.46. Parametrga bog’liq funksiyaning hosilasi
Agar funksiya quyidagi parametr ko’rinishida berilgan bo’lsa,

x=¢(0) } a<t<p
y =w(X)
va o(t) va y(t) lar yetarli tartibda hosilaga ega
dy _vw') _ ¥
dx  @'(t) X
2 d(l//'j d(l/l!j " 1 "o
dy _ \¢')_\¢) v’ -¢"y
dx?  dx p'dt (@)°
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5.47. Funksiyaning differensiali

y = f(x) funksiya x, nugtaning (x, € R) biror atrofida berilgan bo’lsin. Bu

funksiyaning x, nugtadagi orttirmasi
Ay = Af (X,) = f (X, + AX) — T(X,)
ni garaylik. Ravshanki, bu orttirma Ax ga bog’liqdir.
Ta’rif. Agar y= f(x) funksiya x, nuqtadagi orttirmasi Ay ni

Ay = Af (X,) = A- AX + a(AX)
(bunda A-o’zgarmas, «=a(Ax) bo’lib, Ax—>0 da «(Ax)—>0) ko’rinishida
ifodalash mumkin bo’lsa, funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi deyiladi.
Ay = Af (x,) = A- Ax+ a(Ax) munosabatni quyidagicha

Ay = Af (X,) = A- AX+ 0(AX)
ko’rinishida yozish mumkin.

Ta’rif. f(x) funksiya orttirmasi Ay ning Ax ga nisbati chizigli bosh
gismi  A-Ax=f'(x) (xe(a, b)) berilgan f(x) funksiyaning x nuqtadagi
differensiali deyiladi va dy yoki df (x) kabi belgilanadi

dy = df (x) = f'(X)Ax
Agar f(x)=x bo’lsa, dy = df (x) == dx = Ax. Demak,
dy = f'(x)dx
5.48. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi

f(x) funksiyaning x nuqtadagi grafigiga (x, f(x)) nuqtada o’tkazilgan
urinma orttirmasini (dy) ifodalaydi.

5.49. Funksiya differensiallanuchi bo’lish sharti

Teorema. f(x) funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi bo’lishi uchun
uning sh nuqtada chekli f'(x) hosilaga ega bo’lishi zarur va yetarli.
5.50. Elementar funksiyalarning differensial jadvali

1. d(x*) = mx*tdx (x>0);

2. d@)=a*-lha-dx (a>0a=1),
3. d(Iogax):EIogae-dx (x>0,a>0,a=1), d(lnx)=%;
X X
4, d(sin x) = cosx-dx;
5. d(cosx) = —sin x-dx;
6. d(tgx) = ——dx (x¢£+k7r;k:0;i1,i2,...];
cos” X 2
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1

7. d(ctgx) ————dx (x=kz k=0;£1+2,..);
sin ? x
8. d(arcsin x) = dx (-1l<x<1);
1-x°
9. d(arccos x) = — dx (-1<x<1);
1-x°
10. d(arctgx) = ~dx;
1+Xx
11. d(arcctgx) = - ! - dx;
1+x
12. d(shx) = chx-dx;
13. d(chx) = shx-dx;
1
14. d(thx) = dx ;
(thx) ch?x
15. d(cthx) = - 12 dx (x=0).
sh*x

5.51. Differensiallashning sodda goidalari
f(x) va g(x) funksiyalar (a,b) da aniglangan bo’lib, xe(a,b) da df (x),
dg(x) mavjud bo’lsin. U holda f(x)+g(x), f(x)-g(x) va % (g(x)=0) ham
differensiallanuvchi bo’ladi va ular uchun quyidagi formula o’rinli:
d(f(x)+g(x))=df (x)+dg(x), df (x)-g(x) = f(x)dx £ g(x)dx,
f(x) _ g(x)df (x) - f(x)dg(x)
d = 0).
9() 97 () (a09=0)
Murakkab funksiyaning differensiali u= f(x) funksiya (a,b) intervalda,

y=F(u) esa (c,d) intervalda aniqlangan bo’lib, bu funksiyalar yordamida
y=F(f(x))=D(x)
murakkab funksiya tuzilgan bo’lsin.
Murakkab funksiyaning differensiali
do(x)=d(F(f(x)))=(F(f(x))' =F'(u)f'(x)dx=F'(u)du.
Misol. Ushbu y =sin(x* +cos x) funksiyani differensialini toping.
Yechish.
dy = (sin(( x? + cos x))'dx = cos(x? + cos X) - (x* + cos X)'dx =
= (2x —sin X) - cos(x* + cos x)dXx .

5.52. Funksiya differensiali va taqribiy formulalar
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Funksiya differensiali taqribiy hisoblash formulalarni topish imkonini
beradi.

f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo’lib, Vvx, e(a,b) nuqtada
chekli f’(x,)=0hosilaga ega bo’lsin va f(x,) qulay hisoblanadigan bo’lsa, bu

nugta atrofida funksiya giymatini quyidagicha tagribiy hisoblash formula bilan
hisoblash mumkin:
f(x)~ f(x,)+ f'(0)X.

Bu formuladan quyidagilarga ega bo’lamiz:

1+ X)* =1+ ux, \/1+le+lx, e* ~1+x, In(1+x) = x, sih X=X, tgx~X.
H 2

68. Yugori tartibli hosila va differensiallar
6.1. Funksiyaning yuqori tartibli hosilalari
y=f(x) funksiya x, nuqtaning biror atrofida berilgan bo’lib, shu atrofda
f'(x,) hosilaga ega bo’lsin. Agar f'(x,) hamx, nuqtada hosilaga ega bo’lsa, uni
f(x) funksiyaning x, nuqgtadagi ikkinchi tartibli hosilasi deyiladi va

2
y! yoki £"(x,) yoki ‘; Y

ko’rinishida yoziladi. Demak,

14 A4 n ! ! dz

Vo =), %)= (F/(0)y, ——
dx

_itﬂj
- dx\ dx /,_,,

f(x) funksiyaning uchinchi, to’rtinchi va h.k. tartibdagi hosilalari xuddi
shunga o’xshash ta’riflanadi.

Umuman, agar y=f(x) funksiyaning (n-1)-tartibli f"*(x) hosilasi x,
nugqtaning biror atrofida mavjud bo’lib, bu f"*(x) funksiya x, nuqtada hosilaga
ega bo’lsa, uni y = f(x) funksiyaning x, nuqtadagi n-tartibli hosilasi deyiladi va

y® yoki ™ (x.) yoki 9
xxoy 0 y dx”

ko’rinishlardan biri orqali yoziladi.
Shunday qilib,

f (n)(X) _ (f (n—1)(X))' (d "y _i[d (nl)y]J

dx"  dx | dx"?
bo’ladi.
6.2. Funksiyaning yuqori tartibli differensiali
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y=f(x) funksiya x, nuqtaning biror atrofida berilgan bo’lib, shu atrofda
ikki marta differensiallanuvchi bo’lsin. f(x) funksiya differensiali dy =df (x)
ning differensiali berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deyiladi va

d?y yoki d*f(x)
ko’rinishida yoziladi. Demak, d?y=d(dy) Yyoki d?f(x)=d(df(x)). Yuqorida
keltirilgan funksiyalarning ikkinchi tartibli differensiali quyidagicha izohlanadi;

a) dy fagat x ning funksiyasi deb faraz qilinadi, ya’ni f'(x)dx ning
differensiali hisoblanganda dx o’zgarmas ko’paytuvchi deb garaladi.

b) f'(x) ning differensiali hisoblanganda x ning orttirmasi Ax=dx ni
birinchi tartibli differensiali dy = f’(x)dx ni hisoblangandagi dx ning giymatiga
teng deb garaladi.

f(x) ning uchinchi, to’rtinchi va h.k. tartibdagi differensiallari xuddi
shunga o’xshash ta’riflanadi.

Umuman, f(x) funksiyaning n-tartibli differensiali d" f (x) ni

d"f(x)=d(d" f(x)) = @ (x)dx"
deb ta’riflanadi.
6.3. Funksiyaning hosilasi bilan uning differensiali orasidagi bog’lanish

Funksiyaning hosilasi bilan uning differensiali orasidagi

d"y=y™dx" yoki d"f(x) = f ™ (x)dx"
bog’lanish mavjud.
6.4. Yuqori tartibli differensial uchun sodda goidalar va asosiy formulalar

f(x) va g(x) funksiyalarx, nuqgtaning biror atrofida aniglangan bo’lib,
ular shu atrofda f™(x) va g™ (x) hosilalarga ega bo’lsin. U holda

1.d"(c- f(x))=c-d"f(x), c=const,

2.d"(f(x)£g(x))=d"f(x)£d"g(x),

3.d"(f(x)-g(x))=d"f(x)-g(x)+Cld"*f(x) dg(x) +

+C2d"?f(x)-d*g(X) +...+ CMHdf (x)-d"g(x) + f(x)-d"g(x).
(Leybnis formulasi) bo’ladi.

1. y=a* bo’lsa, d"y=a*In" adx".

2. y=e* bo’lsa, d"y=edx".

3. y=sin x bo’lsa, d”y:sin(x+n§jdx”.

4. y=cosx bo’lsa, d”y:cos(x+n-%jdx”
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n-1
5. y=Inx bo’lsa, d”y=Ln(n_l)!dxn

X
D"n!

n+1

dx".

6. y:l bo’lsa, d"y =
X

7. y=x"bo’lsa, d"y=m(m-1)...(m-n+1)x" "dx"
8. y=(@1+x)* bo’lsa, d"y = a(a-1)...(a —n+1)L+ x)* "dx".
6.5. Differensial hisobning asosiy teoremalari

1°. Ferma teoremasi. y= f(x) funksiya biror X oraligda aniglangan va
bu oraligning ichki ¢ nuqtasida o’zining eng katta (eng kichik) giymatiga
erishsin. Agar bu nugtada funksiya chekli f’(c) hosilaga ega bo’lsa, u holda

f'(c)=0

bo’ladi.

2°. Roll teoremasi. y=1f(x) funksiya [a,b] segmentda aniglangan va
uzluksiz bo’lsin. Agar bu funksiya (a,b) intervalda chekli f'(x) hosilaga ega
bo’lib, f(a)= f(b) bo’lsa, u holda shunday ¢ (a<c<b) nuqta topiladiki,

f'(c)=0

bo’ladi.

3°. Lagranj teoremasi. y= f(x) funksiya [a,b] segmentda aniglangan va
uzluksiz bo’lsin. Agar bu funksiya (a,b) intervalda chekli f’(x) hosilaga ega
bo’lib, f(a)=f(b) bo’lsa, u holda shunday c¢ (a<c<b) nuqgta topiladiki, bu
nuqtada

f(b)-f(a)

o= ]

(f(b)- f(a)=f'(0)b-a))

bo’ladi.
4°. Koshi teoremasi. f(x) va g(x) funksiyalar [a,b] segmentda
aniqlangan va uzluksiz bo’lsin. Agar bu funksiya (a,b) intervalda chekli f’(x)va
9'(x) hosilalarga ega bo’lib, vx e (a,b) uchun g’(x) =0bo’lsa, u holda shunday c
(a<c<b) nugta topiladiki,
f(b)—f(a) _ f'(c)
g(b)-g(@) g'c)

bo’ladi.
6.6. Bir o’zgaruvchili funksiya uchun Teylor formulasi

y=f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo’lib, u x, €(a,b) nuqtada
f'(x), f"(x),.., f"(x) hosilalarga ega uni shu nugta atrofida quyidagi formula
bilan hisoblash mumkin
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(00 =10) 40 fm(x‘))(x x)" +R,(0 (1)

(X—X,)? +.+

(X=X,) +
Bu Teylor formuIaS|d|r. R.(x) ga Teylor formulasining qoldiq hadi deyiladi. U

f ”(XO)
2l

quyidagi ko’rinishlarga ega:

1) R, (x)= (M)(C)( X—X,)"@1-0)", (c=x,+0(x-%,), 0<8<1) (Koshi
ko ’rinishi),
2) R, (X)= IM(();?( )" (c=x, +0(x—%,), 0<8<1) (Lagranj ko ’rinishi),

3) R, (x)=6((x—x,)") (Peano ko rinishi)
6.7. Bir o’zgaruvchili funksiya uchun Makloren formulasi
Agar (1) formulada x, =0 deb olsak, unda ushbu
f'©,, 'O f00) . n f 0

() 2(!)X2+m n() Fo(x") = kZ; k.() k
formula hosil bo’ladi. Bu Makloren formulasi deyiladi.

Ushbu f(x)=e*, f(x)=sinx, f(x)=cosx, f(X)=@1+x)", f(x)=In(1+x)

funksiyalar uchun Makloren formulasi quyidagicha bo’ladi:

f(x) = f(0)+

+0o(x")

X2 3 Xn
1 e =1l+x+"—+"+.. +—+o(x)

21 3 n!

3 5 2n-1
2. sin x:x—%+x—+....+(—1)”1

51 Qn—nf+dxm%

2 4 2n
X

3. cosx=1- 2+ 2 — 4 (-1)" =
20 4 (2n)!

m(m —1) NI m(m—-1)...(m—-n+1) X" +0(x").
! n!

2n+l) ’

4, A+ x)" =1+ mx+

2 3 X"
X

X n1
S. In(1+x)_x—?+?— A+ (-1 - —+0(x")

7§. Differensial hisobning ba’zi tatbiqlari
7.1. Funksiyaning o’suvchiligi va kamayuvchiligi
Funksiya  hosilasi ~ yordamida  uning  o’suvchiligini  hamda
kamayuvchiligini aniglash mumkin.
Teorema. f(x) funksiya (a,b) intervalda chekli f'(x) hosilaga ega
bo’lsin. Bu funksiya shu intervalda o’suvchi bo’lishi uchun ixtiyoriy xe (a,b)

uchun
f'(x)>0
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bo’lishi zarur va yetarli.

Teorema. f(x) funksiya (a,b) intervalda chekli f’(x) hosilaga ega
bo’lsin. Bu funksiya shu intervalda kamayuvchi bo’lishi uchun ixtiyoriy
x € (a,b) uchun

f'(x)<0
bo’lishi zarur va yetarli.
Misol. Ushbu
y=x*
funksiyaning o’sish va kamayish sohasi topilsin.
Hosilani topamiz: y'=4x*; x>0 bo’lganda y'>0 bo’ladi-funksiya o’sadi; x<0
bo’lganda y’' <0 bo’ladi-funksiya kamayadi.
7.2. Funksiyaning o’zgarmas giymatni saqlashi

f (x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo’lIsin.

Teorema. f(x) funksiya (a,b) intervalda chekli f’(x) hosilaga ega
bo’lsin. Bu funksiya (a, b) intervalda o’zgarmas bo’lishi uchun shu intervalda

f'(x) =0
bo’lishi zarur va yetarli.

1-natija. Agar f(x) va g(x) funksiyalar (a,b) intervalda chekli f'(x) va
g'(x) hosilalarga ega bo’lib, shu intervalda

f'(x)=9'(x)
tenglik o’rinli bo’lsa, u holda f(x) bilan g(x) funksiyalar (a,b) intervalda bir-
biridan o’zgarmas songa farq qiladi:
f(x)=g(x)+C, C=const.

Eslatma. f(x) funksiya (a,b) intervalda chekli f’(x) hosilaga ega bo’lib,
bu funksiyaning (a,b) da gqat’iy o’suvchi (qat’iy kamayuvchi) bo’lishidan, f'(x)
ning ixtiyoriy xe(a,b) da musbat (manfiy) bo’lishi har doim kelib
chigavermaydi.

Masalan, f(x)=x> funksiyani qaraylik. Bu funksiyaning R da qat’iy
o’suvchi. Bu funksiya f'(x) =3x® bo’lib, x =0 nugtada f'(0) =0.

7.3. Funksiyaning ekstremum giymatlari

f(x) funksiya (a, b) intervalda aniqlangan bo’lib, x, e(a, b) bo’lsin.

Ta’rif. Agar x, < (a, b) nugtaning shunday atrofi U, (x,) mavjud bo’lsaki,
vx eU,(x,) uchun
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F)< (%) (F(x=f(x))

tengsizlik o’rinli bo’lsa, u holda f(x) funksiya x, nuqtada maksimumga
(minumumga) ega deyiladi, f(x,) qiymat f(x) funksiyaning U,(x,) dagi
maksimumi (minimumi) deyiladi.

2- ta’rif . Agar x,<(a b) nuqgtaning shunday atrofi U,(x,) < (a, b)

bo’lsaki, ixtiyoriy xeU(x,) uchun f(x)< f(x,) (f(x)> f(x,)) tengsizlik o’rinli

bo’lsa u holda x, nuqtada gat’iy maksimumga (gat’iy minumumga) ega
deyiladi, f(x,) qiymat f(x) funksiyaning U(x,) dagi gqat’ly maksimumi
(minimumi) deyiladi.
Funksiyaning U,(x,) dagi maksimum (minimum) giymatlari

o) = mex (f(0)  f(x)= min {f();

Us (%)
kabi belgilanadi. Bunda max (min) lotincha maximum (minimum) so’zidan
olingan bo’lib, eng katta (eng kichik) degan ma’noni anglatadi.
Funksiyaing maksimum va minimumi umumiy nom bilan uning ekstremumi
deb ataladi.

Eslatma. Yuqoridagi ta’riflarda f(x) funksiyaning x, € (a,b) dagi giymati
uning shu nugta f(x,) atrofidan olingan nuqtalardagi giymatlari bilangina
tagqoslandi. Shuning uchun funksiyaning ekstremumini lokal ekstremum deb
yuritiladi.

Eslatma. f(x) funksiya (a,b) intervalda bir gancha maksimum va
minumumlarga ega bo’lishi mumkin.

Funksiya hosilalari yordamida uning ekstremumlari hamda funksiyaga
ekstremum giymat beradigan nuqgtalar topiladi.

7.4. Ekstremumning zaruriy sharti
f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo’lib, x,e(a,b) nuqtada
maksimum (minimum) ga erishsin. x, nugtaning shunday U,(x,) < (a,b) atrofi

topiladiki, ixtiyoriy xeU(x,)da f(x,) > f(x) (f(x,) < f(x)) tengsizlik o’rinli
bo’ladi.

Funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi hagida, umuman aytganda, quyidagi uch
hol bo’lishi mumKin:

1) f'(x,) mavjud va chekli,

2) f'(x,) mavjud va cheksiz.
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3) Hosila mavjud emas.
Birinchi holda Ferma teoremasiga ko’ra f'(x,) =0 bo’ladi. Natijada quyidagi
muhim teoremaga kelamiz.

Teorema. Agar f(x) funksiya x, € (a,b) nuqgtada chekli f'(x,) hosilaga
ega bo’lib, bu nuqtada f(x) funksiya ekstremumga erishsa, u holda

f'(x,) =0
bo’ladi.

Birog f(x) funksiya uchun biror x*e (a,b) nugtada chekli hosila mavjud
va f'(x*)=0 bo’lishidan uning x* nuqtada ekstremumga ega bo’lishi har doim
kelib chigavermaydi. Masalan, f(x)=x* funksiya uchun f'(x)=3x*> va x=0
nugtada f'(x,)=0 bo’lsa ham u x=0 nuqtada ekstremumga ega emas (bu
funksiya gat’iy o’suvchi ekanligi bizga ma’lum).

Demak, yuqoridagi teorema funksiya ekstremumga erishishining zaruriy
shartini ifodalaydi.

Ikkinchi holning esa bo’lishi mumkin emas. Agarda f'(x,) =+ (-) bo’lsa,
f(x) funksiya x, nugtaning atrofida o’suvchi (kamayuvchi) bo’ladi. Haqgiqgatan
hosila ta’rifidan &>0 topiladiki, 0<x-x,<& bo’lgan x lar uchun

w 2L yarni £00> f(x) tengsizlik kelib chigadi. Xuddi shuningdek,
%, <
— 5 <X—X%,<0 bo’lgan x lar uchun f(x) < f(x,) tengsizlik kelib chigadi.

Biz f(x)=|x funksiyaning x=0 nugtada hosilasi mavjud emasligini

ko’rgan edik. Bu funksiya x=0 nuqtada minimumga ega bo’lishi ravshandir.
Demak, funksiya hosilaga ega bo’lmagan nuqgtalarda ham ekstrimumga erishishi
mumkin.
7.5. Funksiyaning statsionar nuqtasi

Funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nugtalar funksiyaning statsionar
(turg’un, kritik) nuqtalari deb ham ataladi.
7.6. Ekstremumning yetarli shartlari
f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo’lib, uning

Oé(XO)Z{X;XE R/ Xo =0 <X<Xy+0 x;txo}
atrofida chekli f’(x) hosilaga ega bo’lIsin.
a) Agar

71



wxeU | (x,) uchun f(x)>0,

VXEL.Ja(XO) uchun f'(x) <0
tengsizliklar o’rinli bo’lsa, ya’ni f'(x) hosila x, nuqtadan o’tishida o’z
ishorasini “+” dan “-” ga o’zgartirsa, u holda f(x) funksiya x, nuqtada
maksimumga ega bo’ladi.
b) Agar

vxeU (%) uchun f'(x) >0,

VX € U s(X,) uchun f'(x) <0
tengsizliklar o’rinli bo’lsa, ya’ni f'(x) hosila x, nuqtani o’tishda 0’z ishorasini
“—” dan “+” ga o’zgartirsa, u holda f(x) funksiya x, nugtada minimumga ega
bo’ladi.
v) Agar
vx el 5 (%,) uchun f'(x) >0,

+

vx eU s (X,) uchun f'(x)>0
yoki

vxeU () uchun f'(x)<0,

VXeL.J(;(xo) uchun f’(x)<0
tengsizliklar o’rinli bo’lsa, ya’ni f'(x) hosila x, nuqtani o’tishda o’z ishorasini
o’zgartirmasa, u holda f(x) funksiya x, nugtada ekstremumga ega bo’lmaydi, u
holda f(x) funksiya x, nuqtaning U)(x) atrofida gqat’iy o’suvchi (yoki qat’iy
kamayuvchi) bo’ladi.

7.7. Funksiya ekstremumini topishda uning yuqori tartibli hosilalaridan
foydalanish

f(x) funksiya x, <(a, b) nuqtada f’,f",.., f™ hosilalarga ega bo’lib, biror
n>2 son uchun
() = £"(%) =..= (%) =0, 1™ (x)#0
bo’lsin.
a) Agar n- juft son, ya’ni n=2m(me N) bo’lib,
F™(x,) = @ (x) <0
tengsizlik o’rinli bo’lsa, f(x) funksiya x, nugtada maksimumga,
F™(x,) = @ (x,) >0
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tengsizlik o’rinli bo’lsa, f(x) funksiya x, nugtada minimumga ega bo’ladi.

b) Agar n-toq son, ya’'ni n=2m+1 (meN) bo’lsa, f(x) funksiya x,
nuqtada ekstremumga ega bo’lmaydi.

Natija. Agar x=0 nugtada f(x) funksiyaning statsionar nuqtasi bo’lib,
f(x) funksiya x, nuqtada chekli f"(x,) =0 hosilaga ega bo’lsa, f"(x,) <0
bo’lganda f(x) funksiya x, nugtada maksimumga, f"(x,)>0 bo’lganda f(x)
funksiya x, nugtada minimumga ega bo’ladi.
7.8. Funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlari

f(x) funksiya [a,b] segmentda aniglangan va wuzluksiz bo’lsin.
Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko’ra funksiyaning [a,b] da eng katta
hamda eng kichik giymatlari mavjud bo’ladi va bu giymatlarga [a,b]
segmentning nuqtalarida erishiladi. Funksiyaning eng katta giymati quyidagicha
topiladi:

1) f(x) funksiyaning (ab) intervaldagi maksimum gqiymatlari topiladi.
Funksiyaning hamma maksimum qiymatlaridan iborat to’plam {max f(x)}
bo’lsin.

2) Funksiyaning [a,b] segmentning chegaralaridagi, ya'ni x=a, x=b
nugtalardagi f(a) va f(b) gqiymatlari hisoblanadi. So’ngra {max f(x)}
to’plamning barcha elementlari bilan f(a) va f(b) lar taggoslanadi. Bu
giymatlar ichida eng kattasi f(x) funksiyaning [a,b] segmentdagi eng katta
qiymati bo’ladi.

3) f(x) funksiyaning (a,b) intervalidagi barcha minimum giymatlari
topilib, ulardan {min f(x)} to’plam tuziladi.

4) [ab] segmentning chegaralari x=a, x=b nugtalarda f(x)
funksiyaning f(a), f(b) giymatlari ichida eng kichigi f(x) funksiyaning [a,b]
segmentdagi eng kichik qiymati bo’ladi.

7.9. Funksiyaning botigligi

f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo’lib, bu intervaldan olingan

x, € (a,b), x, € (a,b) nugtalar uchun x, < x, bo’lsin. Ravshanki, (x,, x,) =(a,b). Bu

X, — X X=X £(x,)
)) -

yerda I(x) = f(x)+

Ta’rif. Agar har ganday (x,, x,) < (a,b) olinganda ham vx e (x,, x,) uchun
f(x)<1(x) (f(x)<1(x)
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tengsizlik o’rinli bo’Isa, f(x) funksiya (a,b) '

intervalda botiq (qat’iy botiq) funksiya

o B
deyiladi. | | , M
f(x) funksiya (ab) intervalda

A y =1

aniglangan bo’lib, bu intervalda chekli f’(x) 5 —

I
-

hosilaga ega bo’lIsin.

Teorema. f(x) funksiya (ab) intervalda botiq (gat’iy botiq) bo’lishi
uchun uning f'(x) hosilasining (a,b) da o’suvchi (gat’iy o’suvchi) bo’lishi zarur
va yetarli.

7.10. Funksiyaning qavariqligi

: : ; Y

f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan
bo’lib, bu intervaldan olingan x, e (a,b), x, € (a,b) F=7ix B
nugtalar uchun x <x, bo’lsin. Ravshanki, A A p=kn
(X, X,) < (a,b). Bu yerda ; .

X

1) = 25 £ (x) o £(x,).

27 M Xy =X

Ta’rif. Agar har ganday (x,, x,) = (a,b) olinganda ham ixtiyoriy x e (x, x,)

uchun
FO)210)  (F(X)>1(x)

tengsizlik o’rinli bo’lsa, f(x) funksiya (a,b) intervalda gavariq (qat’iy qavariq)
funksiya deyiladi

Teorema. f(x) funksiyaning (a,b) intervalda gavariq (qat’iy qavariq)
bo’lishi uchun uning f'(x) hosilasining (a,b) da kamayuvchi bo’lishi zarur va
yetarli.

Funksiyaning gavarig hamda botigligini uning ikkinchi tartibli hosilasidan
(agar u mavjud bo’lsa) foydalanib tekshirish mumkin.

Teorema. f(x) funksiyaning (a,b) intervalda botiq (qavariq) bo’lishi
uchun shu intervalda
£7(x)>0 (f"(x)<0)

tengsizlik o’rinli bo’lishi zarur va yetarli.
7.11. Funksiyaning egilish nuqtalari
f(x) funksiya x, nugtaning U,(x,) atrofida aniglangan bo’lsin.
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Ta’rif. Agar f(x) funksiya U s(x,) oraligda botiq (qavariq) bo’lib,
U*s(x,) oraligda esa qavariq (botiq) bo’lsa, u holda x, nugta funksiyaning
(funksiya grafigining) egilish nuqtasi deb ataladi.

7.12. Funksiya grafigining asimptotalari
f(x) funksiya a e R nugtaning biror atrofida aniqlangan bo’lsin.
Ta’rif. Agar ushbu

lim £ (). lim f(x)

x—a+0 x—a-0

limitlardan biri yoki ikkalasi cheksiz bo’lsa, u holda x=a to’g’ri chiziq f(x)
funksiya grafigining vertikal asimptotasi deb ataladi.

Masalan, y:% funksiya grafigi uchun x=0 to’g’ri chiziq vertikal
asimptota bo’ladi.

Endi y = f(x) funksiya (a,«) ((-»,a))oraligda aniqlangan bo’lsin.
Ta’rif. Agar shunday o’zgarmas k va b sonlar mavjud bo’lsaki, x — +w
da f(x) funksiya ushbu
f(X) = kx+b+a(x)
ko’rinishda ifodalansa (bunda lim a(x)=0 ), u holda y=kx+b to’g’ri chiziq

f(x) funksiya grafigining og’ma asimptotasi deb ataladi.
Masalan,

2_
f(x)=2X 4X +5
X+ 2

bo’lsin. Bu funksiya

f(x):2x—8+A
X+2

ko’rinishda yozish mumkin. Demak, x — 40 da a(x) = Xil 0 bo’lib, berilgan
J’_

funksiya f(x)=2x-8+a(x) ko’rinishida ifodalanadi. Bundan esa f(x)=2x-8
to’g’ri chiziq funksiya grafigining og’ma asimptotasi ekanligi kelib chigadi.

Teorema. f(x) funksiya grafigi y=kx+b og’ma asimptotaga ega bo’lish
uchun

lim~% =k, lim[fo-kd=b

X—>+0 T X—>0
tengliklarning o’rinli bo’lishi zarur va yetarli.
7.13. Funksiyani tekshirish. Grafiklarni yasash

75



Funksiyalarni tekshirish va ularning grafiklarini yasashni quyidagi sxema
bo’yicha olib borish magsadga muvofiqdir:

1°. Funksiyaning aniglanish sohasini topish;

2°. Funksiyani uzluksizlikka tekshirish va uzilish nugtalarini topish;

3°. Funksiyani juft, toq hamda davriyligini aniqglash;

4° . Funksiyani monotonlikka tekshirish;

5°. Funksiyani ekstrimumga tekshirish;

6°. Funksiya grafigining gavarig hamda botigligini aniglash, egilish
nuqtalarini topish;

7°. Funksiya grafiginng asimptotalarini topish;

8°. Funksiyaning haqgiqiy nollarini (agar ular mavjud bo’lsa), shuningdek
argument x ning bir nechta xarakterli giymatlarida funksiyaning giymatlarini
topish.

Misol. y = x +e™* funksiyani to’liq tekshiring va grafigini chizing.
Funksiyani yugorida ko’rsatilgan sxema asosida to’liq tekshiramiz.
Funksiyaning aniglanish sohasi hagiqgiy sonlar to’plami.

Funksiya juft ham, tog ham, davriy ham emas.

Funksiya uzluksiz. OY o’qgi bilan kesishish nuqtasi: y= f(0)=1.

OX o’qi bilan kesishmaydi. Endi funksiyani monotonlik va ekstremumga
tekshiramiz:

Y'=(X+e’x)' =1-e"=0=>x=0.

Intervallar usulidan foydalanib bu ifodaning ishorasi saglanadigan oraliglarni
topamiz va quyidagi jadvalni tuzamiz:

X (-0;0) |0 (0;+00)

y' - 0 +

y \ mlin /'

Qavariglikka tekshirish uchun y" ni hisoblaymiz:

y'= (y')'=(1—e‘*)' =e 0:>eix> 0.

Funksiya hamma joyda botiq.
Funksiya asimptotalarini topamiz:
a) Vertikal asimptota: yo’q
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X

0) Gorizontal asimptota: lim f(x)= lim x+e " =0 = Gorizontal

X—>00 X—>00
asimptota yo’q.
g) Og’ma asimptota: k = fim - _ jjm X8 _,

X—>0 X X—>0 X

b=lim[f(x)—kx] =lim (x+e* —x)=0=> y =

0g’ma asimptota.

Endi topilgan ma'lumotlardan foydalanib funksiya grafigini chizamiz
ANy

7.14. Anigmasliklarni ochish. Lapital goidalari

Funksiyalarning limitini o’rganish jarayonida %, 2. 0-00, w—00, 0°, 1
0.0]

ko’rinishidagi anigmasliklarni ochish bilan shug’ullanishga to’g’ri keladi.
Hosilalardan foydalanib anigmasliklarni ochish Lapital qoidalari deyiladi.

1°, % ko’rinishidagi anigmaslik.

Ma’lumki, x—a da f(x)>0, g(x)—>0 bo’lsa, % nisbat %
ko’rinishidagi anigmaslikni ifodalaydi. Ko’pincha x —>a da % nishatning

limitini topishga garaganda % nisbatning limitini topish oson bo’ladi. Bu
nisbatlar limitlarining tengligini quyidagi teorema ko’rsatadi.

Teorema. (a,b) intervalda aniglangan, uzluksiz f(x) va g(x) funksiyalar
uchun ushbu shartlar bajarilgan bo’lsin:

1) [im f<) =0, limg(x) =0

X—a X—a

2) (a,b) dachekli f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud va g'(x) #0;

3) Iim% —k (k-chekli yoki cheksiz).

77



U holda
R 100
im- =M

tenglik o’rinli bo’ladi.

sin X

Lapital qoidasidan foydalanib, |jm=——=1 limitni osonlik bilan isbotlash
x—0 X
mumkin.
Hagigatan,
. Sinx ,. COSX
—= —= =1
"EE‘ X "EE‘ 1

2°. 2 ko’rinishidagi anigmaslik.
o0

Ma’lumki, x—»>a da f(x)—>w, g(x)—>w bo’lsa, 1) nisbat =

g(x) o
ko’rinishidagi anigmaslikni ifodalaydi. Bunday anigmaslikni ochishda f(x) va
g(x) funksiyalarning hosilalaridan foydalanish mumkin.

Teorema. (a,b) intervalda f(x) va g(x) funksiyalarning uchun ushbu
shartlar bajarilsin:

1) lim £ (x) =0, lim g(x) =oo;
2) (a,b) intervalda chekli f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud va g'(x) #0;

3) lim %:k (k -chekli yoki cheksiz). U holda

X—a

im ) i T
xa g(x) xag'(x)

tenglik o’rinli bo’ladi.
3°.0-00 ko’rinishidagi anigmaslik.
lim f) =0, limo(x)=~ bo’lganda f(x)-g(x) ifoda 0.0 ko’rinishdagi

X—a X—a

anigmaslik bo’lib, uni quyidagi

(-9 =2 = 9%
g(x)  f(x)

kabi yozish orgali % yoki = ko’rinishdagi anigmaslikka keltirish mumkin.
o0

4°. w—oo ko’rinishidagi anigmaslik.
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lim f ) =+, |ima() =+ bo’lganda f(x)-g(x) ifoda oo—w

X—a X—a

ko’rinishidagi anigmasliklarni ochishda, ularni % yoki =2 ko’rinishidagi
o0

anigmaslikka keltirib hisoblanadi.
5°.17,0”,° ko’rinishidagi anigmasliklar.
Aytaylik,
lim[g()-In f()]=b

X—a

(b -chekli yoki cheksiz) bo’lsin deylik. Unda
Ilm [f (X)]Q(X) — Ilm eg(><)|nf(><) _ eb

bo’ladi.
Eslatma. Agar f(x) va g(x) funksiyalarning f’(x) va g'(x) hosilalari ham
f(x) va g(x) lar singari yuqorida keltirilgan teoremalarning barcha shartlarini
ganoatlantirsa, u holda
I € CO BTN &/ €O N €0
Mg =M g = Mg

tengliklar o’rinli bo’ladi, ya’ni bu holda Lapital qoidasini takror qo’llash
mumkin bo’ladi.

8-§. Anigmas integral

8.1. Boshlang’ich funksiya

f(x) funksiya (a,b) (chekli yoki cheksiz) intervalda aniglangan bo’lsin.

Ta’rif. Agar ixtiyoriy xe(ab) da f(x) funksiya shu intervalda
differensiallanuvchi F(x) funksiyaning hosilasiga teng, ya’ni

F'(x)=f(x)

bo’lsa, u holda F(x) funksiya (a,b) intervalda f(x) funksiyaning boshlang’ich
funksiyasi deyiladi
8.2. Funksiya differensiali orqali boshlang’ich funksiya ta’rifi

f(x) funksiya (a,b) (chekli yoki cheksiz) intervalda aniglangan bo’lsin.

Ta’rif. Agar ixtiyoriy xe(ab) da f(x)dx ifoda shu intervalda
differensiallanuvchi F(x) funksiyaning differensialiga teng, ya’ni

dF(x) = f (x)dx

bo’lsa, u holda F(x) funksiya (a,b) intervalda f(x) funksiyaning boshlang’ich
funksiyasi deyiladi
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Misol. f(x)=x* funksiyaning (-«;+o) intervalda boshlang’ich funksiyasi
5
F(x) = %+C bo’ladi, bu yerda C o’zgarmas son.

8.3. Anigmas integral

Teorema. Agar f(x) funksiya R = (—w;+0) oraligda uzluksiz bo’lsa, f(x)
shu oraligda har doim boshlang’ich funksiyaga ega bo’ladi.

f(x) funksiya (a,b) (chekli yoki cheksiz) intervalda aniglangan bo’lsin.

Ta’rif. (a,b) intervalda berilgan f(x) funksiya boshlang’ich
funksiyalarining umumiy ifodasi F(x)+C (C=const), shu f(x) funksiyaning
anigmas integrali deyiladi va

[ £ (xdx
ko’rinishida belgilanadi. Bunda j—integral belgisi, f(x) integral ostidagi
funksiya, f(x)dx esa integral ostidagi ifoda deyiladi. Demak,
J'f(x)dx: F(x)+C (C=const).

Misol. Masalan

6

j xSdx =2+ C

6
bo’ladi.

[ x*dx integral shunday funksiyaki,

F(x) = % +C
bo’lib
F'(x) :(%+Cj =x°

bo’ladi.

8.4. Anigmas integralning sodda xossalari
1°. f(x) funksiya anigmas integrali jf(x)dx ning differensiali f(x)dx da

teng, ya’'ni
d([ f (x)ax)= f (x)alx.
2°. Funksiya differensialining anigmas integrali shu funksiya bilan
o’zgarmas son yig’indisiga teng, ya’'ni
de(x):F(x)+C (C =const).

8.5. Integralashning sodda goidalari
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1°. Agar f(x) va g(x) funksiyalar boshlang’ich funksiyalarga ega bo’lsa,

u holda f(x)+g(x) ham boshlang’ich funksiyaga ega va
[If 00+ g(0kx = f(dx + [ g(x)x

formula o’rinli (integralning additivlik xossasi).

2°. Agar f(x) funksiya boshlang’ich funksiyaga ega bo’lsa, u holda
k- f(x) (k-o’zgarmas son) ham boshlang’ich funksiyaga egava k=0 da

jk- f(x)dx:kj f (x)dx

formula o’rinli.
8.6. Elementar funksiyalarning anigmas integrali

1. jO-dx:C, C =const ;

2. Il-dx:de:x+C;

u+1

X
3. IXﬂdX:y+

1+C (u=-1) U(ax+b)"dx=1(a);;bl)y +CJ;

j dx= [ =ijx+C (x=0) “axdib:

~

1In(ax+b)+Cj;
a

o1

1 dx dx
. dx = =arctgx+C | — =arcctgx + C |;
J1+x2 J.1+x2 : [ J.1+x2 ] J

o

=arcsin x+C (—.[

);

..[sin xdx=-cosx +C [ sin axdx=—£cosax+Cj;
a

=arccos X + CJ ;

1 dx
=l

aX
'[axdx:
Ina

1-x2

~

oo

9. jcosxdx=sin X+C (J'cosaxdx:isin ax+Cj;

dx dx 1
10. dx = =—ctgx+C =—-—ctgax+C |;
-[sm X -[sinzx J Usinzax a J j
dx 1
11. dx = =tgx+C [ ==t ax+Cj;
-[cos X Icos X J Icoszax a g

12. jshxdx =chx+C
13. J'chxdx: shx+C ;

—I d;_( =—cthx+C,;
sh-x

shx
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15, x=[-% _txc.
ch X chx
dx 1 X A
16. Ia2+x2 _garctgg+c,
17.I ix _ 184X ¢ (a=0)
a’—x*> 2a |a—x
xadx 1 )
18. J‘m:i—ln‘azixz‘-FC,
19. J. _arc5|n—+C (a>0)
\/7
20. :In‘x+ x*+a’|+C; (a>0
o 2>0)
dx
21. X a’+x*+C;
el
2
22. j\/az—xzdx_gvaz—xz +a?arcsin§+c; (a>0)
23. J\/x +ta dx—E\/ +a ia?ln‘x-l- x*+a’|+C

8.7. Integrallash usullari
1. O’zgaruvchilarni almashtirib integrallash. Ushbu If(x)dx anigmas

integralni hisoblash talab etilgan bo’lsin. Bunda f(x) funksiya biror X =(a,b)
intervalda aniglangan va f(x) = ¢(g(x))g'(x) ko’rinishida yozish mumkin deylik.
Agar ¢(t) funksiya T =(t,,t,) intervalda boshlang’ich funksiya @(t) ga
ega bo’lib, g(x) funksiya X =(ab) intervalda (bunda g(x)cT)
differensialanuvchi bo’lsa, u holda
[ £09dx = [@(g(2))g'(x)dx = D(g(x)) +C
formula o’rinli.

Misol. Ushbu
Iarctgx

1+ dex

anigmas integralni hisoblang.

d(arctgx) = —— ekanligini e’tiborga olsak,

| = I arctgx

o~ -dx = Iarctgxd(arctgx)

Bundan ko’rinadiki arctgx=t desak, t orqali integral quyidagi integralga keladi:
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u holda

Birinchi integralning x o’zgaruvchi orqali ifodasi
I =%arctgzx+ C
ko’rinishida bo’ladi.
2. Bo’laklab integrallash usuli. 1kkKita u=u(x) va v=v(x) funksiya (a,b)
intervalda uzluksiz u’(x) va v'(x) hosilalarga ega bo’lsin. Ma’lumki
d[u(x) - v(x)]=u(x) - dv(x) + v(x) - du(x).
Bu tenglikdan
u(x)av(x) = d[u(x) - v(x)] - v(x)du(x) (1)
Endi (1) tenglikni integrallab topamiz:
j u(x)dv(x) = j [d[u(x) - v()] = v(x)du(x)] = u(x) - v(x) - j v(x)du(x) .
Shunday qilib, quyidagi
ju(x)dv =u(x)-v(x) — J.v(x)du
formulaga kelamiz. Bu formula bo’laklab integrallash formulasi deyiladi.

Misol. Ushbu

I :.[xsin xdx

anigmas integral hisoblang.
Integral ostidagi ifodani u=x, dv=sin xdx lar ko’raytmasi deb olamiz. U
holda du=dx, v=—cosx bo’ladi. Bo’laklab integrallash formulasiga ko’ra:

| :—xcosx+J'cosxdx:—xcosx+sin x+C.
Eslatma. _[u (x)dv(x) integralni hisoblashda logarifmik funksiya, ko’phad,

teskari trigonometrik funksiyalarni u(x) deb belgilash magsadga muvofig.
8.8. Ko’phad va uning ildizlari haqida

Biror

P(X)=a, +a,X+a,x* +..+a,x" (2

ko’phad berilgan bo’lsin, bunda a,,a,,a,,.., a,-o0’zgarmas haqiqiy sonlar,
a, #0, neN esa ko’phadning darajasi.

Biror <R son uchun P(a)=0 bo’lsa, « son P(x) ko’phadning ildizi
deyiladi. U holda Bezu teoremasiga ko’ra P(x) ko’phad x—« ga qoldigsiz
bo’linib, u quyidagi
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P(x) = (x —)Q(x)
ko’rinishida ifodalanadi, bunda Q(x)— (n-1) -darajali ko’phad.
Agar (2) ko’phad (x-a)* (keN) ga qoldigsiz bo’linsa, « son (2) ko’phadning
k karrali ildizi bo’ladi. Bu holda P(x) ko’phad ushbu
P(x) = (x — a)*R(x) ko’rinishida ifodalash mumkin, bunda R(x)— (n-k) -darajali
ko’phad.

Agar h=a+ip kompleks son P(x) ko’phadning ildizi bo’lsa, u holda
h=a-if kompleks son ham bu ko’phadning ildizi bo’ladi. Shuningdek,
h=a+if son P(x) ning k karrali ildizi bo’lsa, h=a—-if son ham bu
ko’phadning k karrali ildizi bo’ladi.

Teorema. Har ganday n-darajali

P(x)=a, +a,X+a,Xx* +..+a,x"
ko’phad (a,, a,, a,,..., a,-0’zgarmas haqiqiy sonlar, a, #0), ushbu
P(X)=(X—0o,)* (X—ay) (X =0, ) (X2 + px +

+0,) (X2 + pX+0,) 2. (X + pX+0,)"
ko’rinishida ifodalash mumkin, bunda

M+ +o+ A4 +2y +y, ++y)=n
bo’lib, (x* + p;x+0q;)=0 (j=123,..,s) tenglamalar haqiqiy ildizga ega emas.
8.9. Sodda kasr

Ushbu

A Bx +C

, , m=123,..
(x—a)" (X + px+q)"

ko’rinishidagi kasrlarga sodda kasrlar deyiladi, bunda A B,C hamda a, p,q lar
o’zgarmas sonlar, x* + px+q kvadrat uchhad esa hagiqiy ildizga ega emas.
8.10. Ratsional funksiya va to’g’ri kasr

Quyidagi
P(x)=a, +a,X+a,Xx* +..+a,x"
va
Q(x)=b, +b,x+b,x* +...+b,x"
ko’phadlarning (a,,a,,a,,..., a,,b,,b,b,,..., b,-0’zgarmas sonlar neN,veN)
nisbati

P(x) a, +ax+a,x* +..+a,X"
- 2
Q(X) by +bx+b,x* +...+b,x"

kasr ratsional funksiya deyiladi, n<v esa u to’g’ri kasrga aylanadi.
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Teorema. Har ganday to’g’ri kasr sodda kasrlar yig’indisi orqali
ifodalanadi.
8.11. Sodda kasrlarni integrallash

Sodda kasrlarni anigmas integralini hisoblash.

. A

T sodda kasrning anigmas integrali:

j dx _AId(X 3) =Al|x-a/+C.
X—a

20 A

e (m>1) sodda kasrning anigmas integrali:

d(x - a) A 1
= j = Al (x-a) "d(x - a) =1 m-(x_a)mfﬁc
Bx+C

x>+ px+q

j(X a)"

3°. _Bx+C sodda kasrning integrali | = j

- dx ni hisoblash
X"+ pPX+q

uchun avval kasrning maxrajida turgan x> + px+q kvadrat uchhadni ushbu

2

2
P P
X2+ pX+Q=| X+—| +q-——
PX+q ( 2) q 4

ko’rinishida yozib olamiz. U holda

I_I Bx +C Bx +C

dx:j dx

X> + px+q

2
bo’ladi, bunda a* =q - pT' Bu integralda x + g =t almashtirish bajaramiz:

t
dl —
tdt Bp dt d(t® +a) ( Bp]l (aj
| =B c->» - c- P2 _
J‘t2+a2+( ZJJ.t2+a2 ZI t? +a’ 2 a-[

0

P
X+
:E|n[t2+a2]+(c BIOjlarctg +C. = BI[x +px+q]+;parctg 2_.c,.
2 2 )a 2 0’ 0’
q—T q_j
Demak,
Y
X+
| BxrC gy In[x +px+q]+ arctg—2+C2,

X* + px+q 2 2
2,/q—f q-"

bunda C, -ixtiyoriy o’zgarmas.
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4°, Bx+C —  sodda kasrning integrali 1, =
(x2+px+q)

m

I( Bx+C —dx ni

X° + px + q)
hisoblash uchun 3°-holdagidek o’zgaruvchilarni almashtiramiz: x+ g =t.

Natijada quyidagiga ega bo’lamiz:
| :J‘( Bx+C dXZJ‘ Bx+C

' p) p? |
e

Bt+[C—Bp) A
=J‘ 2 dt_EJ‘d(t +a)+(c_%jj dt

t+a?)" 2 (@ +a’)" 2 )t va)"
dt

B 1 1 Bp dt
——. : c_=P
2 1-m (t*>+a*)™" +( 2 jj. (t*> +a*)"
+

oy integral rekurrent formula orgali hisoblanadi.
a

X2 + px+q)m

8.12. Ratsional funksiyalarning anigmas integrali

f(x) ratsional funksiya bo’lib, uning anigmas integralini hisoblash talab
etilsin.

Ma’lumki, ratsional funksiya ikkita P(x) va Q(x)-butun ratsional
funksiyalar nisbatidan iborat, ya’ni

P(x)
f(x)=—2 .
Q(x)
Agar % noto’g’r1 kasr (suratidagi ko’phadning darajasi maxrajdagi

ko’phadning darajasidan katta) bo’lsa, uning butun qismini ajratib, butun
ratsional funsiya hamda to’g’ri kasr yig’indisi ko’rinishida quyidagicha ifodalab
olinadi:

Pk = R(x)+m :
Q(x) Q(x)
U holda
_ (PO 4 - A
j f (X)dx = j o) dx = j R(X)dx + j 900 dx
bo’ladi.

8.13. Ba’zi irratsional ko’rinishidagi funksiyalarni integrallash. Eyler
almashtirishlari.
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R(x,y) deganda x va y o’zgaruvchiga nisbatan ratsional bo’lgan
funksiyani tushunamiz.

)] jR{x,n/aX—erde integralni hisoblashda t=n/ax+b almashtirish bajarilsa,
cx+d cx+d

ratsional funksiyani integrallashga keladi.

) jR(x,(a“bjl,(a“bjz ..... (a“(k;jn}dx integralni hisoblashda r,,r,,...r

n

cx+d cx+d

ratsional sonlarning umumiy m maxrajga Keltirib, integralda t=”‘w/?f:§
almahtirish bajarilsa, ratsional funksiyani integrallashga keladi.
1) jR(x, vax? +bx + c)dx integralni hisoblashda quyidagi 3 ta hol garaladi.

1 — hol. ax® +bx+c Kkvadrat uchhad har xil x, va x, xaqiqiy ildizlarga
ega bo’lsin. Bundan ax* +bx+c=a(x-x,)(x-x,). Bunda

VAl —x)(x=%;) =t(x—x,)

almashtirish bajaramiz.
2 - hol. a>0 bo’lsin. Unda

Jax2 +bx+c¢) =t —+/ax (yokivax? +bx+c =t++/ax)
almashtirish bajaramiz.
3 -hol. ¢>0 bo’lsin. U holda

Jax? +bx+c =tx++/c (yokivax? +bx+c =tx—+/c)

almashtirishni bajarish yordamida hisoblanishi kerak bo’lgan integral ratsional
funksiyani integrallashga keltiriladi.
(1) - (3) almashtirishlarga Eyler almashtirishlari deb ataladi.

8.14. Binomial differensiallarni integrallash
a) Ta’rif. Ushbu x"(a+bx")?dx ko’rinishidagi ifodaga binemial
differensial deb ataladi. Bu yerda m,n, p - lar ratsional sonlar.
I :Ixm(a+bx“)pdx

integral quyidagi 3 ta holda ratsional funksiyaning integraliga keladi.
1 - hol. p - butun sen. x=t" almashtirish bajariladi. Bu erda N soni

m va n ratsional sonlar (ya’ni kasrlar) maxrajlarning eng kichik umumiy
bo’linuvchisi.
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2 - hol. m:l - butun sen. Bu holda a+bx" =z" almashtirish bajarish

kerak bo’ladi. N — p ratsional sonning maxraji.

3 - hol. m:1+ p - butun sen. Bunda %+b:ZN, N — p ning maxaraji,
almashtirish bajarish etarli.

Ushbu [R(sin x,cosx)dx  ko’rinishidagi integral, bunda R ratsional

funksiya umumiy holda tggzt (-z<x<nz) almashtirish bilan t

o’zgaruvchining ratsional funksiyasiga aytiladi. Bu unversal almashtirishda

. 2t 1-t2 2dt
SINn X=——, COSX=

Jdx =
1+1t° 1+1t° 1+1t°

1) agar R(sin x,cosx) ratsional funksiya sin x ni —sin x almashtirishda
R(-sin x,cos x) = —R(sin x,cosx) tenglik o’rinli bo’lsa, cosx=t deb belgilash
ma’qul;

2) agar R(sin x,cosx) ratsional funksiyada cosx ni —-cosx  Qa
almashtirilganda R(sin x,—cos x) = —R(sin x,cos x) tenglik o’rinli bo’lsa sin x=t
deb belgilash ma’qul;

3) agar sinx ni —sinx bilan va cosx ni —cosx blan almashtirishda
R(-sin x,—cos x) = R(sin x,cos x) o’rinli bo’lsa, tgx=t deb belgilash ma’qul;
4) Aytaylik,

I :Isin”x~cosm xdx, (n, me Z)

integral berilgan bo’lsin. Bu integralni hisoblash uchun quyidagi hollar
garaladi.

1-hol. n-tog, m -juft bunda cosx=t almashtirish bajariladi.

2 -hol. n -juft, m-toq bunda sin x=t almashtirish bajariladi.

3 - hol. n va m - tog. Bunda cosx=t, sinx=t yoki tgx=t
almashtirishlardan biri bajariladi.

4 - hol. n va m - juft. Bu holda

sin 2x = 2sin X-COS X Va €0s 2X = cos” X —sin % X

formulalardan foydalanib tartib pasaytiriladi va yugoridagi hollardan biriga
Keltiriladi

9-§. Aniq integral
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f(x) funksiya [a;b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo’lsin. Bu kesmani
a=Xy <X <X, <..<X,=b
nugtalar bilan n ta gismga bo’lamiz. Har bir (x_,x) oraligda ixtiyoriy &;

nugtani olamiz va ushbu yig'indini tuzamiz: z f(£)Aax , bunda Ax =x —x_,.

i
i=1

Ushbu
3 F(5)ax

ko’rinishdagi yig'indiga integral yig'indi (Riman yig’indisi) deyiladi.

Agar max Ax, -0 da Zf )Ax, yig'indining limiti mavjud va chekli bo’lsa, u

i=1

holda bu limitga  f(x) funksiyadan a dan b gacha olingan aniq integral

deyiladi vaj x)dx = lim Zf Ax,  ko’rinishda belgilanadi. Bu holda f(x)

max Ax; —»04 !

funksiya [a;b] kesmada integrallanuvchi funksiya deyiladi. a va b sonlar mos
ravishda integrallashning quyi va yuqori chegaralari deyiladi.

Teorema. Agar f(x) funksiya [a;b] oraligda uzluksiz bo’lsa, u shu
oraligda integrallanuvchi bo’ladi.

Teorema. Agar f(x) funksiya [a;b] oraligda chegaralangan va monoton
bo’lsa, u shu oraliqda integrallanuvchi bo’ladi.
9.1. Aniq integral xossalari

1° [ f(x)dx=- j
2°. [ f(x)dx=0
f(x)dx = j f(x)dx +i f (x)dx

S
.o
—
-
il
—
>
~
-+
—
N
—~
x
~—
ke
x
Il

'T f,(x)dx ijl f,(x)dx

kf (x)dx = kj x)dx, unda k- o’zgarmas

(6]
o

w
.o
D — T D C—T D C—T D — O ——T

b
6°. Agar [a;b] kesmada f(x)>0 bo’lsa, uholda [ f(x)ix>0

a

b b
7°. Agar [a;b] kesmada f(x)>g(x) bo’lsa, uholda J' f(x)dx > jg(x)dx
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8°. Agar m va M mos ravishda f(x) funksiyaning [a;b] kesmadagi eng kichik
b
va eng katta giymati bo’lsa, u holda m~(b—a)sjf(x)dx§M(b—a) tengsizlik

o’rinli (aniq integralni baholash hagidagi teorema.)
b
9°. [f(x)dx=f(c)kb-a) bunda ce(a;b) (o’rta qiymat hagidagi teorema.)

10°. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi. f(x) va g(x) funksiyalar [a;b] segmentda

integrallanuvchi bo’lsa, u holda

b

j|f(x)-g(x)|dxs\/jfz(x)dx-\/jgz(x)dx

9.2. Aniq integralni hisoblash
Agar  F(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz ~ f(x) funksiyaning

boshlang'ich funksiyalaridan biri bo’lsa, u holda quyidagi formula o’rinli:
b

.[ f(x)dx = F(x). = F(b)- F(a),

a

bu formula Nyuten —Leybnis formulasi deyiladi.

Ozgaruvchini almashtirib integrallash formulasi. Agar f(x) funksiya
[a;b] kesmada uzluksiz, x=¢(t) funksiya esa te|a,s] da aniglangan va uzluksiz
a=g(a), b=¢(B) bo’lsa, hamda uzluksiz hosilaga ega bo’lsa,

b

[ 1 (0ax= F (oo (et

tenglik o’rinli.
Bo’laklab integrallash formulasi. Agar

u=u(x),v=v(x) funksiyalar va ularning hosilalari /

[a;b] kesmada uzluksiz bo’lsa, u holda

b b b
judv:uv\a—jvdu x=a i=b %
a a

tenglik o’rinli.

9.3. Aniq integralning tatbiglari. Shaklning yuzasini hisoblash
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1) f(x)eC[a,b] bo’lib, ixtiyoriy xe[a,b] uchun f(x)>0 tengsizlik
bajarilsin. Yuqoridan f(x) funksiya gradiyenti, yon tomondan x=a va x=b
vertikal chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli 24-rasm
trapetsiya (soha yuzi)

S:jlf(x)dx

bo’ladi.
2) Agar tekislikda shakl f(x)eC[ab], »r¢ Flx
f,(x) eCl[a,b] (ixtiyoriy x € [a,b] da
0<f,(x)<f,(x)) x=a Vva x=b chiziglar bilan m
chegaralangan bo’lsa, uning yuzi quyidagi
integral bilan hisoblanadi —— —
b
s = [[f,(0— f,()]dx
bo’ladi. 25-rasm

Misol. Ushbu xy=4; x+y =5 shakl yuzi hisoblansin. AV
Xy=4, x+y=5 y:%, y=5-x. Soha 26-rasmda

shtrixlangan chiziglarning kesishish nugtalarini
topamiz.

26-rasm
ﬂ:s_x’ X(S_X):4’ 5X—X2_4:O; X2_5X+4=0, X1:—5+3:4, X, :—5_3:1
X 5 >
1 1 3 15

4 4 x4\
(x,=b,x,=a), S:!(S—x—;jdx: 5x—?+?

1

=20-8+—-5+——-4=3+—=—.
4 2 4 4

9.4. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini aniq
integral yordamida hiseblash

Agar tekis shakl qutb koordinatalar sistemasida ushbu p=p(©) (a<0<p)

funksiya tasvirlangan AB yoy hamda OA va OB radius vektorlar bilan
aniglangan shakl (egri chizigli sohalar) yuzi
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113
sz—jpz(a)de
all

I
formula bilan hisoblanadi. Bunda p(#) funksiya ’ A=A
[, p] oraligda uzluksiz hamda ixtiyoriy Q €|«, ] 3 4
uchun p(6)=>0.
Tekislikdagi shaklni o’rab turuvchi egri = £ >
chiziq
{X =X (a<t< p) 27-rasm
y=y(t)

parametrik tenglamalar bilan berilgan bo’lsin.
a) x=x(t), y=y(t) funksiyalar [«,g] da uzluksiz, ixtiyoriy te|a,p] da
x(t)>0, y(t)>0 va x'(t) uzluksizva x'(t)>0 bo’lsa, shakl yuzi

S= f y(t) - X'(t)dt

bo’ladi.

b) x=x(t) funksiyalar [«, ] da uzluksiz, ixtiyoriy tela, 8] da x(t)>0,
y(t)>0 va y(t) funksiya uzluksiz va y'(t)>0 hosilaga ega bo’lsa, u holda shakl
yuzi

B
S= j x(t) - y'(t)dt
bo’ladi.
9.5. Aniq integral yordamida yoy uzunligini hisoblash

1) f(x) funksiya [a,b] kesmada aniglangan ixtiyoriy uzluksiz va uzluksiz
f'(x) hosilaga ega bo’lsin. Shu funksiya grafikdagi A(a, f(a)) va B(b, f(b))

nuqtalar orasidagi AB egri chiziqg yoyi uzunligi

I :j)- 1+[f'(x)]* dx
bo’ladi. a
Agar b=x desak, I(x) =I\/de bo’lib,

%:,m[f 0P = dl = 1+ [ ' (x)]2dx

Bu ifodaga yoy differensiali deb ataladi.
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2) Parametrik ko’rinishda berilgan egri chizig yoyining uzunligini hiseblash.
Agar

AB:

\ {X=(p(t) a<t<
y=yw(t),

bo’lib, ¢'(t) e C[a, £] Va v'(t) e C[a, B] bO’lsa,

B
= [Jo' O +Iy OF dt

bo’ladi.
3) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chizig yoyining uzunligini
hiseblash.

3.1. Agar

Iy {a <p<p,
r=r(p)
bo’lib, r'(¢) € C[a, #] bo’lsa, unda

B
|=[Jr* (@) +[r (@) d

formula o’rinli bo’ladi.

5¢

Misol. r=4e* <p<rw

NN

B
Egri chizig yoyi uzunligi f:j,/r'z(go)ﬂz(go)dgo formula orgali hisoblanadi.

, 5 Si 57(/) Vg 59 5S¢ T 59 5£” Sz 51
r'=4.0et =%, (=[V25e? +16e? dp= e4J4_1d(p=J4_1-ge4 :4T‘/4_1 et —es |.
3 3 2
3.2. Agar

Iy {pl <p<p,
¢ =¢(p)
bo’lsa, yoy uzunligi

P2
1= [\[pe'(p)[ +1dp
P1
bo’ladi.

9.6. Aylanma sirtning yuzasi
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1. f(x) funksiya [a,b] kesmada aniglangan bo’lsin, uning grafigi quyidagi

{x (x):xe[a; b}
nuqtalar to’plamidan iborat. Shu grafikdagi A(a, f(a)) va B(b, f(b)) nuqtalar

orasidagi AB egri chizigni garaymiz.

Aytaylik, f(x)eCla,b] bo’lib, f(x)=0 bo’lsin. AB yoyni OX o’qi atrofida
aylantiramiz va aylanma sirtni hosil gilamiz. Agar f'(x) e C[a,b] bo’lsa, unda
shu aylanma sirtning yuzasi ushbu

S =27Tif(X)- 1+ F'(X)]? dx

formula yordamida hisoblanadi.

2. AB egri chizig yugori yarim tekislikda joylashgan bo’lib u

{);i);((tt)) (a <t< p) parametrik tenglama bilan berilgan bo’lsin. Bunda x = x(t)

va y=y(t) funksiyalar [e; 3] da uzluksiz va uzluksiz x'(t), y'(t) hosilalarga ega
bo’lsin. Bu egri chizigni OX 0’qi atrofida aylantirishdan hosil bo’lgan aylanma
sirtning yuzi

S = 22 yOWX7 (1) y” ()

formula yordamida hisoblanadi.

9.7. Aniq integral yordamida hajmni hisoblash

1. Faraz qilaylik, bizga biror T jism berilgan bo’lib, uning OY o’qiga
parallel bo’lgan kesimlarining yuzasi ma’lum bo’lsin Bu yuza X
o’zgaruvchining funksiyasi bo’ladi, uni S=S(x) deb belgilaylik. Agar
S(x) eC[a,b] bo’lsa, unda T jismning hajmi vV ushbu

b
V =[s(x)dx
formula yordamida hisoblanadi.

2. Aylanma jismning hajmi. Ushbu

B as<x<b
lo<y<f(x)
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egri chizigli trapetsiyani OX o0’qi atrofida aylantirishdan hosil bo’lgan aylanma
jismning hajmi
b

V=7 [[f()F dx

formula yordamida hisoblanadi.
Agar shu shaklning 0’zi OY o’qi atrofida aylantirilsa, u holda aylanish jismining
hajmi

b
V= 27zj xf (x)dx

formula bilan hisoblanadi.
3. Umumiy holda a<x<b, y,(x)<y<y,(x) tekislikni OX o’qi atrofida
aylantirishdan hosil bo’lgan jismning hajmi

b
v =z [y2(9 -y () ix
bo’ladi.
4. Egri chiziq

{X =), (a<t<p)

y=y()

parametrik tenglamalar bilan berilgan bo’lsin. Bunda x=x(t) funksiya uzluksiz
hamda uzluksiz x'(t)>0 hosilaga ega, y(t) funksiya [«,s] da uzluksiz hamda
vt e[a, B] da y(t) >0. Bu chiziq bilan chegaralangan shaklning OX o’qi atrofida

aylantirishdan hosil bo’lgan jismning hajmi
s
V=r j y2 (t)x/(t)dt

bo’ladi.
9.8. O zgaruvchi kuchning bajargan ishi
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OX o’qida shu o’q bo’ylab biror jism F=F(x) kuch ta’sirida harakat
qilayotgan bo’lsin. Agar F(x)eCl[a,b] bo’lsa, F=F(x) kuch ta’sirida jismni a
nugtadan b nuqtaga o’tkazishda bajarilgan ish ushbu

A:'TF(x)dx

formula yordamida hisoblanadi
9.9. Statik moment. Og’irlik markazi

Aytaylik, m massaga ega bo’lgan M(x,y) - moddiy nuqgta berilgan
bo’lsin. my va mx ko’paytmalarga mos ravishda berilgan nugtaning OX va
OY o’qlarga nisbatan statik momentlari deb ataladi.
Egri chizigning OX va OY o’qlarga nisbatan statik mementlari M, va M lar

ham shu kabi aniglanadi hamda

M, :ijdl, M, =jxd|
0 0

formulalar yordamida hisoblanadi. Bu vyerda dl=,/(dx)*+(dy)> - Yoy
differensiali, | esa berilgan egri chizig uzunligi.
Berilgan egri chiziq og irlik markazining koordinatalari esa ushbu

_ M M

y X

X:—’ 7:
| y I

formulalar yordamida hisoblanadi.
9.10. Geometrik shakllarning statik mementlari va ogirlik markazi

Agar geometrik shakl

B a<x<b
T lo<y< f(x)

egri chiziqli trapetsiyadan iborat bo’lsa, unda

M, :%z‘yz dx, M, :%ixydx

SRR

b
bo’ladi. Bu yerda s = [ y(x)dx - trapetsiyaning yuzi.

va
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2 2
Misol. Ushbu %Jrl?)/_z:l ellips yoyining uzunligi hisoblansin.

. . . e =asint .. .
Ellipsni parametrik ko’rinishida X as!n kabi ifodalab olamiz.
y=bsint, 0<t<2r

Unda

T

JIX O +[y )17 dt =4fJa2 cos? t+b?sin2tdt =

O 0 | N

| =4I, =4

T

2 ;
:4J'\/a2(1—sin “t)+b*sin?t dt=4aJ.\/1— 2
0 0

2 2

a’ —p?

2

sin*t dt :4aE{ ]=4aE(5),

a

a’—b?

bu yerda ¢ = - ellipsning ekstsentrisiteti.

10-§. Sonli qatorlar

Ushbu
d;,d,,a5,..., Q...
haqigiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo’lIsin.
Ta’rif. Quyidagi
a +a,+a;+..+a,+.. (1)

ifoda gator (sonli gator) deyiladi.

(1) gator gisgacha ian kabi belgilanadi:

Da,=a+a,+a+..ta, .
n=1

Bunda a,, a,, a,, .., a,,... elementlar gatorning hadlari deyiladi. a, esa gatorning
umumiy hadi deyiladi. (1) gatorning hadlaridan quyidagi
A =ay,
A =a +a,,

A, =a, +a, +a,,

......................

yig’indilarni tuzamiz. Bu yig’indilar qatorning qismiy yig’indilari deyiladi.

97



(1) qator berilgan holda har doim bu gatorning qismiy yig’indilaridan
iborat ushbu
A AL A A A
sonlar ketma-ketligini hosil gilish mumkin.
Ta’rif. Agar n—»« da (1) gatorning gismiy yig’indilaridan iborat {A, }
ketma-ketlik chekli limitga ega, ya’ni
lim A, =A

bo’lsa, u holda gator yaqginlashuvchi deyiladi.

Ta’rif. Agar n—« da (1) gatorning gismiy yig’indilaridan iborat {A,}
ketma-ketlik cheksiz bo’lsa yoki bu limit mavjud bo’lmasa, u holda (1) gator
uzoqglashuvchi deyiladi.

(1) gatorning birinchi » ta hadini tashlasak, unda

am+1 +am+2 t..= Zan

n=m+1
qator hosil bo’ladi. Bu qator (1) gatorning (m-hadidan keyingi) qoldig’i
deyiladi.
10.1. Yaginlashuvchi gatorlar haqgidagi teoremalar
Biror
ian:a1+a2+a3+...+an+... (1)
n=1
qator berilgan bo’lin.
Teorema. Agar (1) qator yaqginlashuvchi bo’lsa, uning istalgan

Qg +ap, o= D4,

n=m+1

qoldig’i ham yaqinlashuvchi bo’ladi va aksincha.

Qg A, Foo= D4,

n=m+1
goldig qator yaqinlashuvchi bo’lsa, berilgan (1) gator ham yaginlashuvchi
bo’ladi.
Natija. Agar (1) qator yaginlashuvchi bo’lsa, uning qoldig’i

M =aua T +..+a +..

m

m— oo da nolga intiladi.
Teorema. Agar (1) qator yaqinlashuvchi bo’lib, uning yig’indisi 4 ga
teng bo’lsa, u holda
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0
Y ca, =ca, +ca, +ca; +...+ca, +..
n=1

qator ham yaqinlashuvchi va uning yig’indisi ¢4 gat eng bo’ladi (¢#0-n ga
bog’liq bo’lmagan o’zgarmas son).
Teorema. Agar

da,=a+a,+a+..+a, +..
=1

Db, =b +b, +b, +..+b, +...

n=1

qatorlar yaqinlashuvchi bo’lib, ularning yig’indilari mos ravishda A va B ga
teng bo’lsa, u holda

i(an +b,)=(a, +b)+(a, +b,)+(a; +b,)+...+(a, +b,) +...

n=1
gator ham yaginlashuvchi va uning yig’indisi A+ B gat eng bo’ladi.

Teorema (gator yaginlashishining zaruriy sharti). Agar (1) gator

yaqinlashuvchi bo’lsa, bu qatorning a, umumiy hadi n—oo da nolga intiladi.

10.2. Sonli gqatorlarning turlari
Qatorlarning tuzilishiga ko’ra turlari quyidagilar:
1) barcha hadlarining ishoralari manfiy bo’lmagan gatorlar;
2) biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadlarining ishoralari manfiy
bo’lmagan qatorlar
3) barcha hadlarining ishoralari manfiy son yoki biror hadidan boshlab
keyingi barcha hadlarining ishoralari manfiy bo’lgan qatorlar;
4) cheksiz ko’p manfiy ishorali va cheksiz ko’p musbat ishorali hadlari
bo’lgan qatorlar.
10.3. Musbat qatorlarning yaqinlashuvchi bo’lish sharti
Biror (1) gator berilgan bo’lsin
iam =a +a,+a,+..+a, ...
n=1
Agar a, >0 (n=12,3,..) bo’lsa, u holda (1) gator musbat hadli gator yoki
gisgacha, musbat gator deyiladi.
Teorema. Ushbu ian musbat qator yaqinlashuvchi bo’lishi uchun uning
n=1
qismiy yig’indilari ketma-ketligi yuqoridan chegaralangan bo’lishi zarur va
yetarli.
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0

Misol. Ziz gator yaginlashuvchidir.

n=1
Natija. Musbat qatorning qismiy yig’indilaridan iborat ketma-ketlik
yuqoridan chegaralanmagan bo’lsa, qator uzoqlashuvchi bo’ladi.
10.4. Musbat gatorlarni taggoslash

Ikkita musbat ian va ibn qator berilgan bo’lsin.
n=1 n=1
Teorema. n ning biror n, giymatidan boshlab barcha n>n, lar uchun

a, <b, tengsizlik o’rnli bo’lsin. Agar a) i b, gator yaginlashuvchi bo’lsa, ian

n=1 n=1
qator ham yaqinlashuvchi bo’ladi; b) ian qator uzoglashuvchi bo’lsa, ibn
n=1 n=1
qator ham uzoqlashuvchi bo’ladi.
Teorema. Ushbu

lima=k (0<k<w)

n —
n—o bn

limit mavjud bo’lsin. Agar a) k<o Vva ibn gator yaginlashuvchi bo’lsa, u

n=1

holda ian qator ham yagqinlashuvchi bo’ladi; b) k>0 va ibn qator
n=1

n=1
uzoqlashuvchi bo’lsa, u holda i a, qator ham uzoqlashuvchi bo’ladi.
n=1

Natija. Agar ushbu

a

A,
limy

limit o’rinli bo’lib, 0<k <o bo’lsa, u holda ian va ibn gatorlar bir vagtda
n=1 n=1

yaginlashuvchi, yoki bir vaqtda uzoglashuvchi bo’ladi.
Teorema. neN ning biror n, giymatidan boshlab barcha n>n, lar uchun

a b

n+1 < n+1

a b

n n

tengsizlik o’rinli bo’lsin. U holda, agar a) ibn qator yaqinlashuvchi bo’lsa,

n=1

ian qator ham yagqinlashuvchi bo’ladi; b) gator uzoqlashuvchi bo’lsa, ibn
n=1 n=1

gator ham uzoqlashuvchi bo’ladi.
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10.5. Musbat gatorlarning yaginlashuvchilik alomatlari

Koshi alomati. Musbat gator ian berilgan bo’lsin. Agar neN ning

n=1

biror n, (n, >1) giymatidan boshlab barcha n>n, giymatlari uchun
ofa, <q<1 (1fa, >1)

tengsizlik o’rinli bo’lsa, ian gator yainlashuvchi (uzoglashuvchi) bo’ladi.

n=1

Agar ushbu
Ilm Va, =Kk

n—o

limit mavjud bo’lsa, u holda ian gator k <1 bo’lganda yaqinlashuvchi, k >1
n=1
bo’lganda esa uzoqlashuvchi bo’ladi.
Eslatma. Agar ian gator uchun

n=1

limva, =k=1

limit o’rinli bo’lsa, qator yaqinlashuvchi ham uzoqlashuvchi ham bo’lishi
mumkin.

Dalamber alomati. Agar ne N ning biror n, (n, >1) giymatidan boshlab
barcha n>n, giymatlari uchun

LR [—@
a a,

n

tengsizlik o’rinli bo’lsa, i a, qator yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) bo’ladi.
n=1
Agar ushbu
- an+
lim—==d

n— an

limit mavjud bo’lsa, u holda d<1 bo’lganda qator Yyaginlashuvchi, d>1
bo’lganda esa qator uzoqlashuvchi bo’ladi.

Raabe alomati. Ushbu ian musbat qator berilgan bo’lsin.

n=1

Agar neN ning biror n, (n,>1) giymatidan boshlab barcha n>n,

giymatlari uchun
a
n(l—hJZwl (n(l—“—”jslj
an an
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tengsizlik o’rinli bo’lsa, i a, qator yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) bo’ladi.
n=1

a a
imn/1-—= (=R I n _1|=R
”ED( anj (I”Im(aml J J

limit o’rinli bo’lsa, R>1 bo’lganda qator yaqinlashuvchi, R <1 bo’lganda qator
uzoqlashuvchi bo’ladi.

Agar ushbu

Integral alomat (Koshining integral alomati). Ushbu ian musbat

n=1

qator berilgan bo’lsin. Faraz qilaylik, [1,+) oraligda aniglangan, uzluksiz

o’smaydigan hamda manfiy bo’lmagan f(x) funksiya uchun F(x) = _[ f()dt shu
1

funksiya uchun boshlang’ich funksiya va i a, = i f(x) bo’lsa, u holda
n=1 n=1

lim F(x)=|imjf(t)dt

X—»00 X—>00 q

limit mavjud va chekli bo’lganda (1) gator yaqginlashuvchi, limit mavjud
bo’lmaganda yoki cheksiz bo’lganda (1) gator uzoqlashuvchi bo’ladi.

Gauss alomati. ian musbat hadli gator uchun

n=1

a o
n :i+£+ 1:‘ (|9n|<8,8>0)
a n n'

n+1
bo’lsa, u holda
a) A>1 berilgan gator yaginlashuvchi;
b) 1 <1 berilgan gator uzoglashuvchi;
d) A=1Dbo’lib, x>1 bo’lsa berilgan qator yaqinlashuvchi;
e) 1=1 bo’lib, <1 bo’lsa berilgan qator uzoqlashuvchi bo’ladi.

10.6. Garmonik gator

Ushbu
| 11 1
;H_1+E+§+...+E+...
gator garmonik gator deyiladi va u uzoglashuvchi.
Ushbu

=1 1 1 1 : -
Z—a=1+2—a+3—a+...+—a+... gator umumlashgan garmonik qator deyiladi
n:ln n

a >1 gator yaginlashuvchi va « <1 da uzoglashuvchi.

102



10.7. Ixtiyoriy hadli gatorning yaginlashuvchiligi

Biror ixtiyoriy i a, qator berilgan bo’lIsin.

n=1

Teorema. Ixtiyoriy ian qator yaqinlashuvchi bo’lishi uchun ixtiyoriy

n=1

£>0 son olinganda ham shunday n, eN son mavjud bo’lib, barcha n>n, va
m=1,2,3,... lar uchun
|8y, + 8y, Tt Ay <E

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
10.8. Qatorning absolyut va shartli yaginlashuvchiligi

Ixtiyoriy ian gator berilgan bo’lsin. Bu gator hadlarining absolyut
n=1
giymatlaridan quyidagi

D lan| =ay] +[ay] +]as] + .. +|a,| + .
n=1
gatorni tuzamiz.
Teorema. Agar i|an| qator yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda ian qator
n=1 n=1

ham yaqinlashuvchi bo’ladi.
Ta’rif. Agar i|an| qator yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda ian qator
absolyut yaqinlashuvnc;ﬂ deyiladi. h
Ta’rif. Agar ian yaqginlashuvchi bo’lib, i|an| gator uzoglashuvchi
=) =i

bo’lsa, u holda ian gator shartli yaginlashuvchi deyiladi.
n=1

o0

Eslatma. »’|a,| qatorning uzoglashuvchi bo’lishidan ian gatorning
n=1

n=1

uzoqlashuvchi bo’lishi har doim kelib chigqavermaydi.

Dalamber alomati. Agar ian gator uchun

n=1

- an+
lim 2 -

n—o0 |an |

limit o’rinli bo’lsa, u holda ian gator D <1 bo’lganda absolyut yaqinlashuvchi

n=1

bo’ladi.
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10.9. Hadlarining ishoralari navbat bilan o’zgarib keladigan qatorlar.
Leybnis teoremasi

Ushbu

c,—C,+cy—cy+.+(=)"C, +...

gatorni garaylik, bunda c, >0 (n=12,3,...).
Odatda bunday qator hadlarining ishoralari navbat bilan o’zgarib keladigan
gator deyiladi.

Misol. Ushbu

1—1+l—£+...+(—1)”’11+...,
2 3 4 n

qator hadlarining ishoralari navbat bilan o’zgarib keladigan qatordir.
Teorema (Leybnis teoremasi). Agar c,—c, +c;—c, +..+(-1)""c, +...
gatorda
e, <c, (n=123..)
tengsizlik o’rinli bo’lib,
lime, =0

bo’lsa, ¢, —¢, +¢; —¢, +...+ (=1)""c, +... qator yaqinlashuvchi bo’ladi.

10.10. Yaginlashuvchi gatorning xossalari. Riman teoremasi

1. Guruhlash xossasi. Biror ian qator berilgan bo’lsin. Bu qator

n=1
hadlarini guruhlab quyidagi gatorni tuzamiz:
(@, +a, +..+a, ) +(@,  +a, ,+.+a, )+.. (1)
bunda n,,n,,... (n,<n, <...) lar natural sonlar ketma-ketligi bo’lib, k > da

n, — .

Agar ian qator yagqinlashuvchi bo’lib, uning yig’indisi A songa teng

n=1
bo’lsa, u holda bu qatorning hadlarini guruhlashdan hosil bo’lgan (1) gator ham
yaqinlashuvchi va uning yig’indisi ham A songa teng bo’ladi.

2. O’rin almashtirish xossasi. Ixtiyoriy ian qator berilgan bo’lsin. Bu
n=1
gator hadlarini o’rinlarini almashtirib, quyidagi

day=a;+a,+..+a, +... (2)
n=1
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gatorni tuzamiz. Bu (2) gatorning har bir a/ hadi ian gatorning tayin bir a,

n=1
hadining aynan o’zidir.
Agar ian gator absolyut yaqinlashuvchi bo’’lib, yig’indisi A songa teng
n=1
bo’lsa, u holda bu qator hadlarining o’rinlarini ixtiyoriy ravishda
almashtirishdan hosil bo’lgan (2) qator yaqinlashuvchi bo’ladi va uning
yig’indisi ham A songa teng bo’ladi.

Teorema (Riman teoremasi). Agar ian gator shartli yaginlashuvchi
n=1

bo’lsa, u holda har qanday A (chekli yoki cheksiz) olinganda ham berilgan gator
hadlarining o’rinlarini shunday almashtirish mumkinki, hosil bo’lgan gatorning
yig’indisi xuddi shu A ga teng bo’ladi.
11-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyalar, ularning limiti va uzluksizligi
R™ fazo. R™ fazoda ketma-ketlik va uning limiti.
11.1. R™ Evklid fazosi.
m ta haqiqiy sonlar to’plami R ning o’zaro Dekart ko’paytmasidan
iborat ushbu
R™ =RxRx..xR={(X,, X,, ., X, ); X, € R, ..., X, € R}

to’plam R™ fazo (m o’lchamli Evklid fazosi) deb ataladi.
11.2. R™ fazoda masofa va uning limiti.

R™ to’plamda ixtiyoriy x= (X, X,,.X,), Y=Y, ¥,.en ¥,y) DNUQtalarni olaylik.

Ushbu
p(X, y):\/(xl _y1)2 +(X2 _yz)z +"'+(Xm _ym)2 = W’Zri:(xk _yk)2

migdorga x va y nuqgtalar orasidagi masofa deyiladi.
U quyidagi xossalarga ega:
1% p(x,y)=0 va p(x,y)=0<x=y,
2° p(x,y) = p(Y,x),
3°p(x,2) < p(x,y)+p(y,2) (ZeR").
11.3. R™ fazoda ketma-ketlik
Ushbu

f:N—>R"
akslantirishning tasvirlari (obrazlari) dan tuzilgan
X x@ox® L x® = (x,xIV L x™), ne N)
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to’plam R" fazoda ketma-ketlik deyiladi va u {x} kabi belgilanadi.
11.4. R™ fazoda ketma-ketlikning limiti

R™ fazoda biror {x™}:x® x@ .. x™ .. ketma-ketlik va a=(a,, a,,...a,)
nuqgta berilgan bo’lsin.

Ta'rif. Agar ixtiyoriy £>0 olinganda ham shunday n, e N topilsaki,
Ixtiyoriy n>n, uchun

p(x™ a) < ¢
tengsizlik bajarilsa, a nugta {x™} ketma-ketlikning limiti deyiladi va
limx(W =a yoki n>w da x”-a

nN—o0

kabi belgilanadi.
11.5. Ketma-ketlikning yaginlashuvchiligi
Ta'rif. Agar {x‘“)} ketma-ketlik limitga ega bo’lsa, u
yaqginlashuvchi ketma- ketlik deyiladi.
Misol. R™ fazoda ushbu

ketma-ketlikning limiti a=(0,0,...,0) ekanini ko’rsating.

Yechish. Ixtiyoriy ¢>0 sonni olaylik. Shu ¢ ga ko’ra n, :[ﬁ} 1 ni topamiz.
&

Unda ixtiyoriy n>n,uchun

_\/1 1 1_[m VmJm  Jm
SNttt g T E = (¢
n“ n n n n n, |Jm
{}+1
&

bo’ladi. Demak, p(x,a) < ¢.

Ta'rifga ko’ra

bo’ladi.
Teorema. R™ fazoda {x™}={x" x{",..,x("} ketma-ketlik a=(a,,a,,...,a,)
ga intilishi:
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limx” =2

n—o0

uchun bir yo’la
lim x” =a

n—oo

lim xx” =a,

n—oo

lim <3’ =a,

n—oo

bo’lishi zarur va yetarlidir. Demak,

limx" =2,

n—o
: (n _
o limx;" =2,
lim x™ =a &

n—o

limx’ =a,

n—oo

11.6. Ko’p o’zgaruvchili funksiya tushunchasi

R™ fazoda biror M to’plamni qariylik: McR™.

Ta'rif. Agar M to’plamdagi har bir x=(x,X,,.,X,) nugtaga biror
goida yoki qonunga ko’ra bitta haqiqiy son y (yeR) mos qo’yilgan bo’lsa,
M to’plamda ko’p o’zgaruvchili (m ta o’zgaruvchili ) funksiya berilgan
deyiladi va u

fo(X, X X ) =Y YOKI Yy = (X, %000 X,)
kabi belgilanadi. Bunda M —funksiyaning aniqlanish to’plami, X,X,,...,X, -
funksiya argumentlari, y esa  x,X,,..,X, O0’zgaruvchilarning funksiyasi
deyiladi.
Masalan, f —-R™—fazodagi har bir x=(x,x,,.,X,) nugtaga shu nugta
koordinatalari kvadratlarining yig’indisini mos qo’yuvchi qoida, ya'ni

fo X=(X, X Xy ) = X+ X5+ + X

bo’lsin. Bu holda y=x +x; +...+x; funksiyaga ega bo’lamiz. Bu funksiyaning
aniglanish to’plami M =R" bo’ladi.
Misol. Ushbu

Z = J(-1-x% — y?)(sin 2 zx+sin 2 zy)
funksiyaning aniqlanish to’plamini toping. Bu funksiya x va y larning
sinzx+sin®zy=0  (chunki -1-x*-y®<0)
bo’ladigan giymatlaridagina aniglangan. Keyingi tenglikdan topamiz:
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sfnZnXZO:x:p (pezqez)
sin“zy=0=y=q
Berilgan funksiyaning aniglanish to’plami
M={(p,q)eR*:peZ,qeZ}
bo’ladi.
11.7. Karrali limit

Ta'rif (Geyne ta'rifi ). Agar M to’plamning nuqtalaridan tuzilgan, a ga
intiluvchi har ganday {x™} (x™ #a,n=12..) ketma-ketlik olinganda ham
mos {f(x(”))} ketma-ketlik hamma vaqt yagona b son (chekli yoki cheksiz)
limitga intilsa, b son f(x) funksiyaning a nuqtadagi limiti deb ataladi.

Ta'rif (Koshi ta'rifi). Agar ixtiyoriy £>0 son uchun shunday 5>0 son
topilsaki, ushbu 0< p(x,a)<s tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy xeM
nuqtalarda

[f()-b|<e
tengsizlik bajarilsa, b son f(x) funksiyaning a nuqtadagi limiti deb ataladi.
Funksiya limiti

lim f(x)=b yoki |im f (X, X, ... X,) =b

X—a X =8

kabi belgilanadi.
Misol. Ushbu

x+ysin1, agar x=0 bo'lsa,

f(x,y)=
0, agar x=0 bo'lsa.

funksiyaning (x,y) — (0,0) dagi limiti nolga teng ekanini ko’rsating.
Ixtiyoriy ¢>0 songa ko’ra 5:2 deb olinsa, unda 0< p((x,Y),(0,0) <&
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha (x, y) nugtalarda

<X +|y|<2yx* +y? <25 =¢

[f(x,y)-0]=|x+ ysin%

tengsizlik o’rinli bo’ladi. Bu esa Koshi ta'rifiga ko’ra (x,y) — (0,0) da berilgan
funksiyaning limiti O ekanini bildiradi:
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lim f . y) = lim (x+ ysin ) 0

x—0 x—0
y—0 y—0

Ta'rif. Agar ixtiyoriy £¢>0 son uchun shunday &>0 topilsaki, ushbu
o((x,y),(0,0)) >5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha (x,y) nugtalarda

[f(xy)-b|<e

tengsizlik bajarilsa, b son f(x,y) funksiyaning x — o,y > dagi limiti
deyiladi va

lim f(x.y)=b

X—»00
y—x

kabi belgilanadi.
Misol. Ushbu

(X2+y2)x2 2
lim
0 1—Ccos(x® +y?)

y—0

limitni hisoblang.

Avvalo
Xz-i_y2 X2y2
(xX* +y*)x2y? . (xPHyH)xPy? - 2
I|m1 COS(X +y )_Il ( 2 yz):“m X2 yz
30 X320 2sin 2 T X320 sin?
x2+y2 2 x2+y2 2

_1; 2 2x*y* : 2 . x7y?
= . -2 e | _
im\— 7| ey 2limi——a 7 | limse 7

y—0 SIHT y—0 | SIN y—0

ckanini topamiz. So’ngra x =rcose,y = rsin ¢ almashtirishni bajaramiz. Unda

2,,2 4 2 -2

Xy - r‘cos® gsin“ ¢ T
lim—=z——==I 72 ——=|imr’cos®psin®p=0
o X4y T ri(cos’g+sin?e)  Tilo
y—0

bo’ladi. Demak,

(x +y )x
I!ml cos(x? +y)
y—0

11.8. Takroriy limit

Faraz qilaylik, f(x,x,,.,x,) funksiya M to’plamda (M < R™) berilgan
bo’lib, a=(a,a,,.,a,) nugta shu M to’plamning limit nuqtasi bo’lsin.
Xy, Xy 000 Xi 15 Xi01000 X, lar tayinlangan bo’lib x; —a, da berilgan funksiyaning

limiti (agar u mavjud bo’lsa) x;,x,,...x,, 0’zgaruvchilarga bog’liq bo’ladi:
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lim (X Xg 0 X ) = @05 (K00 X yeeey Xig s Xisg seees Xy )-

Xi =8

o, funksiyalarda ham shunday mulohaza yuritib ushbu
lim lim —lim f (%000 %)

ni hosil gilamiz. Odatda bu limit f(x,x,,...,x,) funksiyaning takroriy limiti
deyiladi.

Teorema. f(xy) funksiya M = {(x,y) e R? :[x—x,| <&, |y~ y,| <@, to’plamda
berilgan bo’lsin.

Agar: 1) (x,y) = (x,,Y,) da f(x,y) funksiyaning karrali limiti mavjud:

lim f(xy) =b;
V3,
2) har bir tayinlangan x da (har bir tayinlangan y da)
lim fx =00 (lim f(xy) =¢(y)

Y—=Yo X—>Xg

limit mavjud bo’lsa, u holda
limlim fxy=b  (limlim f(xy)=b)

X=Xy Y=Y Y=Y XX
takroriy limit ham mavjud bo’ladi.
Xy
1+ x”

Misol. Agar f(x,y) = bo’lsa, ushbu takroriy limitlarni hisoblang.

Iim(lim f(x y>j va fim( lim ()

X—40 \ y—>+0 y—>+0 \ X—>+o

Yechish: x ni o’zgarmas desak y>0 da x* y-ning funksiyasi sifatida
uzluksiz bo’ladi, shu sababli

limx’ =1

y—>+0
bo’ladi.
y ning o’zgarmas (y > 0) giymatida, x ning barcha x>0 giymatida x* x —ning
funksiyasi sifatida uzluksizligidan
[im X’ =+

y—>+©

bo’ladi.
. - x’ . 1 . 1 1
Ilm(llm J=I|m—=llm5=§,

X—>+o0 \_ y—>+0 1+x Y X—>+0 1+1 X—>+00
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y
Ilm( j-llm lim—— 1 =lim1=1.
y—>+0 \ X—>+o X y—>+0 [ X+ +1 y—>+0
Xy
12-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi
12.1. Funksiya uzluksizligi ta riflari
Ta'rif. Agar x —a da, yani

da f(x)= f(x,X,,..., X,) funksiyaning limiti mavjud bo’lib,

ya ni
lim f(x, %,...x,) = f(a,,a,,..a,)

bo’lsa, funksiya a=(a,,a,,...,a,) nugtada uzluksiz deb ataladi.

Ta'rif (Geyne ta'rifi). Agar M to’plamning nuqtalaridan tuzilgan a ga
(aeM) intiluvchi har ganday {x‘“)} ketma-ketlik olinganda ham mos {f(x‘”))}
ketma-ketlik hamma vaqt f(a) ga intilsa, f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz deb

ataladi.

Ta'rif (Koshi ta'rifi). Agar ixtiyoriy £>0 son uchun shunday &>0
topilsaki, po(x,y)<¢s tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x e M nuqgtalarda

f0)-f(a) |<e
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.
f(x) = f(x,X,,.X,) funksiya argumentlarining orttirmalari
AX;, AX, . AX
ga mos ushbu
f(x)—f@)=f(x,%,,..x,)— f(a,a,,.,a,)=
= f(a, + Ax;,a, + AX,,...,a, +AX,)— f(a;,a,,..,a,)

ayirma f(x) funksiyaning a nuqtadagi to’liq orttirmasi deyiladi va Af(a) kabi

belgilanadi:
Af (a) = f(a, + AX,a, + AX,,...,a, +Ax,)— f(a,,a,,....,a,).

Quyidagi
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A, f(a) = f(a, +Ax,,a,,.4a,)— f(a,,a,,.4a,),
A, f(a)= f(a,,a, +Ax,,..a,)—- f(a,a,,.a,),

ayirmalar f(x;,x,,...,x,,) funksiyaning a nuqtadagi xususiy orttirmalari deyiladi.
Misol. Ushbu

y
f(X,Y)Zm

funksiyaning ixtiyoriy (x,,y, )< R? nugtada uzluksiz bo’lishini ko’rsating.
(%,Y,) Nuqgtaga Ax,Ay orttirmalar berib, funksiyaning to’liq orttirmasini
topamiz:

Yo +Ay Yo
Af (X, = f(x, + AX, Yy, + Ay) — f(X,, = - =
(. Yo) = (%, Yo + &) = 1%, %o) (Xo +AX)? + (Yo +AY)? +5 x> +Y,” +5

_ o+ AY)(%" + Y +5) = Yo (% + A%)2 + (¥, +AY)? +5]
[(x, + AX)* + (Y, +Ay)? "'5]()(02 + yo2 +5)

bu tengliklardan
Ilm Af (X, ¥,) =0

Ax—0
Ay—0

bo’lishi kelib chiqadi. Yuqoridagi ta'rifdan berilgan funksiya (x,,y,) nhugtada
uzluksiz bo’ladi.
12.2. Xususiy uzluksizlik
Ta'rif. Agar Ax, -0 da funksiyaning xususiy orttirmasi A, f ham nolga
intilsa, ya ni
lima, f=0 (k=12,.,m)

Ax =0
bo’lsa, f(x,,X,,...,x,) funksiya (x;,x,,...,x,) nugtada x, o’zgaruvchisi bo’yicha
uzluksiz deyiladi. Odatda funksiyaning bunday uzluksizligini uning har
o’zgaruvchisi bo’yicha xususiy uzluksizligi deyiladi.

Teorema. Agar f(x,X,,..,%,) funksiya (x,x5,...x3)eM nuqgtada
uzluksiz (barcha o’zgaruvchili bo’yicha bir yo’la uzluksiz) bo’lsa, funksiya shu
nuqtada har bir o’zgaruvchisi bo’yicha xususiy uzluksiz bo’ladi.

12.3. Funksiyaning uzilishi

Ta'rif. Agar
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bo’lsa, yoki

bo’lsa, yoki f(x;,X,,.,x,) funksiyaning limiti mavjud bo’lmasa, u holda
funksiya (a,,a,,.,a,) nugtada uzilishga ega deyiladi.
12.4. Funksiyaning tekis uzluksizligi

Ta'rif. Agar ixtiyoriy ¢>0 son uchun shunday ¢ >0 son topilsaki, M
to’plamning  p((X, X ,eees X )y (%1400 X)) <& tengsizlikni  ganoatlantiruvchi
ixtiyoriy (x.,...,X,,) € M,(X,,...,X,) € M nugtalarda

Misol. Ushbu
f(x,y)=ax+by+c
funksiyaning
M = {(x,y) eR?:|X <+wx,|y| <+, aeRbeRcce R}

to’plamda tekis uzluksiz bo’lishini ko’rsating.

Yechish: (x,,y,)eM va (x,,y,) e M nugtalar uchun quyidagiga ega bo’lamiz
|f(X11 yl)_ f(X21 y2)| :|aX1 +by1 +C—(8.X2 +by2 +C)| =
= |a(X1 - Xz) +b(y1 - y2)| < |a|'|X1 - X2| +|b| '|y1 - y2|

ixtiyoriy & >0 sonni olib, unga ko’ra olinadigan § >0 sonda
X =%, <8, |yi-Y.|<8, (5= %,d — max([al, o))

shart bajarilganda

|f(X11X2)_ f(y11y2)|3dqxl_X2|+|y1_y2|)<§+§:‘9

bo’lib, ta'rifdan berilgan funksiya M da tekis uzluksizligi kelib chigadi.
Teorema (Kantor teoremasi). Agar  f(x,X,,.,x%,) funksiya

chegaralangan yopiq M to’plamda (M cR) berilgan va uzluksiz bo’lsa,
funksiya shu to’plamda tekis uzluksiz bo’ladi.

13-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning hosilasi va differensiallari
13.1. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari

f(x,x,..x,) funksiya ochiq M to’plamda (M cR"™) berilgan bo’lib,

(X}, Xg,.Xp) €M  bo’lsin. Bu funksiyaning x, (k=12..,m) koordinatasiga
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shunday Ax, (k=12..,m) orttirma beraylikki, (x,x3,....%; +AX ..., X,) € M
bo’lsin. Unda funksiya
AX F o= F (XX e X+ Ay ey X ) = T (XD, X5 000 X0)
Xususiy orttirmaga ega bo’ladi.
Ta'rif. Agar Ax, —0 da ushbu

lim S~ lim
Axy—0 AXk Axk—>0 AXk

FOX2 0 X0+ AX o, X2) = £ (XD, X2)

m

limit mavlud va chekli bo’lsa, bu limit f(x,X,,.,x,) funksiyaning (x_,xJ,...,x>)
nuqtadagi x, o’zgaruvchisi bo’yicha xususiy hosilasi deyiladi va

MOGwXa) D 0 k)
OX, ' OX,
belgilarning biri bilan belgilanadi. Demak,
2t Cn 2 m).
axk Axk—>0 AX
Misol. Ushbu
f(x,y)=e""

funksiyaning (2,2) nuqtada f,, f; xususiy hosilalarini hisoblang.
Ta'rifdan

2+AX+2 2+2

(22 .  FR+AX2)-1(22) . ¥ _g¥2
OX _IAIXQ;] AX —|AIXI;T01 AX -
e4+Ax e4 e ( ) . eAx _1
lim——=lim—F—=¢'lim——=¢
AX—0 AX—0 AX—0
Xuddi shunga o’xshash,
H(22) . FQR2+AY)-F(22) . e™y _gf
2D _jim ~lim S5 =
5')/ Ay—0 Ay Ay—0 Ay

Demak,
8f(2,2) — 94, af (2r2) — e4 .
OX oy
13.2. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning differensiallari
Ta'rif. Agar  f(x,%,,.,x%,) funksiyaning (x/,x5,..x.) hugtadagi

Af (X, %3,..x3) orttirmasini

AF (X)) X3 ooy X0 ) = AAX + AAX, + .o+ AL AX, + @ AX + @yAX, + .+ AX,
kabi ifodalash mumkin bo’lsa, f(x,,x,,.,x,) funksiya (x},x?,..,x%) nugtada
differensiallanuvchi deyiladi (bunda A, A,,.. A, lar Ax,Ax,,..,Ax, larga bog’liq

114



bo’lmagan o’zgarmaslar, «;,a,,..,«, lar esa Ax,Ax,,.,Ax, larga bog’liq va

m

AX, = 0,AX, = 0,.,Ax. -0 da « —0,a,>0,..,a, = 0(AX, =AX, =...= AX_, =0)
bo’lganda o, =a, =...= a,, =0 deb olinadi).
Misol. Ushbu

f(x,y)=x"+y?

funksiyaning ixtiyoriy (x,,y,) € R*> nuqtada differensiallanuvchi ekanini
ko’rsating.

Berilgan funksiyaning (x,,y,) nuqtadagi to’la orttirmasini topamiz:

Af (Xg, Vo) = T (Xg +AX, Yy +AY) — T (X, Vo) = (X +AX)* + (Y, +AY)? — (X, +y7) =
= 2X,AX + 2y, Ay + AX® + Ay?.
Agar A =2x,,A, =2y,,a, =Ax,a, =Ay deyilsa, unda
Af(X,,Yo) = AAX+ AJAY + oy, AX + o, Ay

bo’ladi. Bu esa berilgan funksiyaning (x,,y,) nugtada differensiallanuvchi

ekanini bildiradi.
Ta'rif.  f(x,x,,..x,) funksiya orttirmasi  Af(x,x),...x7) ning

m

AX, AX, ..., A larga nisbatan chizigli bosh gismi

X

AX

m

of of
AX, + AAX, +.o+ A AX =—AX, +——AX, +..+
Al 1 2 2 Am m aXl 1 8X2 2 6X

f (X, X,,.., X,,) funksiyaning (x.,x7,..,x%) nugtadagi differensiali deyiladi va df
yoki df (x.,x3,...x2) kabi belgilanadi.

Demak,

df (xlo,xg,..,xo):idxl +idx2 +ot

m a dx
0%, OX,

m

(AX, = dX,,....,AX, = dX,).

m

13.3. Taqgribiy hisoblashda to’liq differensialning tadbig’i
Faraz gilaylik, f(x,,X,,..,x,) funksiya ochig M < R™ to’plamda berilgan
bo’lib, (x},x3,..,x%) € M nuqtada differensiallanuvchi bo’lsin. U holda
AF (X, X9, XY =df (X7, X5,..,X3) +0(p)

bo’ladi. p — 0 da

Af (xfxgj((&)_)l
m

df (xfxg )
Natijada ushbu
AF (X, X9, X2) = df (X0, X5 ,..,X2)

taqribiy formulaga kelamiz. Uni
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of of of

AF (X, X500 X)) & — AXy + —— AX, +...—— AX
( 1 2 m) aXl 1 aXZ 2 aXm m
yoki
of of of
f (X +AX, XS +AXy . XS +AX ) = f (X, X, XD) +a—Xle1 +&Ax2 + o AX,

kabi yozish ham mumekin.
Misol. Ushbu
«=1,02"
miqgdorning tagribiy giymatini toping. Berilgan miqdorning taqribiy giymatini
topish uchun
f(x,y)=x’
funksiyani garaymiz. Bu funksiya (1,3) nugtada differensiallanuvchi. Demak,

afg(,s) AX + o (1.3) oy + 0(p).

Af (1,3) =

Endi Ax=0,02,Ay =0,01 deylik: Unda

Af(1,3) = o (1.3) AX + or3) Ay

OX
bundan

f(1+0,023+0,0) - f(1L3) =~ y-x'" - Ax+x” In x-Ay| 8 Ar0.02.0-0,01
bundan

3,01

f(1,02;3,01) - f (1,3) ~3-1.0,02+1-In1-0,01=1,02°" -1~ 0,06 =1 02" ~1,06.
Demak,

a=1,02"""~1.086.
13.4. Yo’nalish bo’yicha hosila

Ta'rif. | chiziqdagi (x,y) nugta | chiziq bo’ylab (x,,y,) nugtaga

intilganda ushbu

f(xy)— (X, Yo)

(X5, Yo). (X, ¥))
nisbatning limiti mavjud bo’lsa, bu limit f(x,y) funksiyaning (x,,y,) nugtadagi

| yo’nalish bo’yicha hosilasi deyiladi va
of (%o, Yo)
ol
kabi belgilanadi. Demak,
of _ Fxy) = (X, ¥o)
A e PO o) ()
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Teorema. Agar f(x,y) funksiya (x,,y,) nugtada differensiallanuvchi
bo’lsa, u holda funksiya shu nuqtada har qanday | yo’nalishi bo’yicha hosilaga
egava

of (%5, Yo) _ Of (%o, ¥o)
ol OX

cosour—af (X5 ¥s)
oy

cos
bo’ladi.
Eslatma. Funksiyaning differensiallanuvchi bo’lmagan nuqtada ham
yo’nalish bo’yicha hosila mavjud bo’lishi mumkin.
13.5. Murakkab funksiyaning hosilasi
Teorema. Agar
X =@yt 0 ),
X = @y (bt 1),

X =@, (t,t,,..1).
funksiyalarning har biri (t,t),..,t7) nuqtada differensiallanuvchi bo’lib,
f(x,X,,,%,) funksiya esa mos (x),x3,..,x2) nugtada differensiallanuvchi
bo’lsa, u holda murakkab funksiya ham  (t),t,....t7)  nugtada
differensiallanuvchi bo’lib,

oo o o by o o,
ot, ox, o, ox, o,  ox, ot
o ot on o g, o o,
ot, ox, ot, ox, ot ox, ot,
o ot oy A oy, o o,
ot, ox, ot ox, ot oX, oOt,

bo’ladi.

Misol. Ushbu

u = f(x,xy,xyz)
funksiyaning x,y,z argumentlar bo’yicha hosilasini toping.

Yechish: Bu funksiya x,y,z o’zgaruvchilarning murakkab funksiyasi:
u=f(x,%,,%), bu yerda x =x Xx,=xy, X, =xyz,u=f(x,X,,%) funksiyaning
X, X,, X; argumentlar bo’yicha hosilasi f,, f,, f, bilan belgilaymiz.

Bu funksiyalar argumentlari ham xuddi f funksiyaning argumentlaridek
yuqoridagi formulani qo’llab quyidagiga ega bo’lamiz.
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S f o1 f oy foy
X
%J = f;-x+ f;xz
au
oz
13.6. Funksiyaning yugori tartibli xususiy hosilalari
f(x,%,,,%,) funksiya ochig M (M cR™) to’plamda berilgan bo’lib,

uning (x,,X,,..,X,) nugtasida f

= fsxy.

f, ... f, xususiy hosilalarga ega bo’lsin.

Ma’lumki, bu xususiy hosilalar x,x,,..., x,, larga bog’liq bo’ladi.

Tarif. £, /... f, laning x, (k=12..,m) o’zgaruvchisi bo’yicha
xususiy hosilalari berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari
deyiladi va

£ B (k=12,..,m)
yoki
o f o f o f
XX, OX, 0%, OX, 0%,
kabi belgilanadi. Demak,

(k=12,..,m)

0% f y o of
= fxlxk :_(_)!
OX,0X, OX, 0%
0% f , o ,of
P = fxzxk :_(_)v
X,0X, OX, OX,
o* f y o ,of
= fxmxk :_( )
OX 1, OX, OX, OX,
Teorema. f(x,y) funksiya ochig M (M cR?) to’plamda berilgan bo’lib,
2 2
shu to’plamda i,q hamda f ,a f aralash hosilalarga ega bo’lsin. Agar
ox ' oy oxay ' oyox

aralash hosilalar (x,,y,) € M nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda shu nugtada

Of *(Xo. o) _ 0 (%o, ¥o)
oxdy By ox

bo’ladi.
Misol. Ushbu F = f(x+y,x*+y?) funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy
hosilasini toping. Quyidagi almashtirishni bajaramiz: u=x+y,v=x*+y?
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— =L =0 =L =0
OX OX oy
2 2
OX OX oy
o’u . 0% _o:
oxoy oxoy
2 2
0 '2: :(1-i inj F+0ﬁ Zﬁ—
OX ou ov ou
2 2 2 2
:(i+2xi) P 0 Ij+4xa Faxe? '2:+ ﬁ;
ou ov oV ou ouov ov ov
2 2
0 |2: =(1~i+2y£J F+O§+2ﬁ=
oy 0 ov ou ov
2 2 2 2
:(£+2 ij FypdF 0 Ij+4y8 F +4y28 '2:+2i;
ou ov adu ouov ov ov
2
oF = 1-i+2xij 1-i+2yijF +Oﬁ+0ﬁ=
OXoy ou ov ou ov ou ov
o°F 0°F 0°F 0°F O°F 0°F 0°F
= +2 + 2X +4x = + 2(X + +4x :
ou’® yauav ov? y@v2 ou’ (x+Y) ouov yav2

13.7. Funksiyaning yuqori tartibli differensiallari

Faraz gilaylik f(x.,x,,..,x,,) funksiya (x;,x,,...,x,) e R™ nugtada ikki marta
differensiallanuvchi bo’lsin.

Ta'rif. f(x,X,,.,x,) funksiyaning (x,x,,.,%,)eR™ nuqtada n marta
differensiallanuvchi bo’lganda, shu nuqtadagi (n-1) tartibli differensiali
d"*fning differensiali berilgan  f(x,x,...x,) funksiyaning n-tartibli
differensiali deyiladi vau d"f kabi belgilanadi. Demak,

d"f =d(d"f).
13.8. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi

f(X,X,,...X,) funksiya R™ fazoning (x/,xJ,..,xs) nuqtasi atrofida n+1
marta differensiallanuvchi bo’lsin. Ushbu formula

(X, Xy oo X, ) = f(xf,xg,..,x$)+§—;(xl—xf)++§f72(x2 —X9) + .t
0

of 1, 0 0 0 0 0 02
+— (X, =X )+ =(— X =X )+— (X, = %X;) + ...+ — (X, — X f+
6X ( m m) 2| (6X1 ( 1 1 ) 6X ( 2 2) 8X ( m m))

m 2 m

1 0 0 0 0\ n
o= (X =X)+...+— (X —X f+R (f),
n!(axl( 1 1) aX (m m)) n( )

m

119



1 0 0 0
= (n+1)!(6_xl(xl — X))+ — (X, = X3) + ...+

OX, OX

R,(f)

(Xp = Xp))" f

m

ko’p o’zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi, R, (f) esa Teylor
formulasining goldig hadi deyiladi.
Misol. Ushbu
f(x,y)=x’
funksiyaning n=3 bo’lganda (x,,y,)=@1) nuqgta atrofida Teylor formulasini
yozing.
Bu holda f(x,y) funksiyaning Teylor formulasi quyidagicha bo’ladi:

0 0
f(xy)= f(Xo,yo)+(&(X—Xo)+5(y—yo)jf +

1fo 0 *1(e 0 3
+5£&(X—Xo)+5(y—yo)j f+§(&(X_XO)+5(y_yO)J f+R3(f)

funksiyaning (1,1) dagi giymati f (1) =1.
Endi f(x,y)=x" funksiyaning xususiy hosilalarini va ularning (1,1)
nugtadagi giymatlarini topamiz:

i _ Xy—l af (111) —

- ’ 1,
OX OX
g—f:xylnx, M:O,
y
o* f L, 0%t
= _1 Xy 2, ! :O
N y(y-1) 5
2 2
1ty TN
oxay G
2 2
Pl Z10D
o’ f L 8L
L yy-niy-202, T1ED g
OX
3 3
821‘ =y -Dx’?+y(y-Dx"?Inx, 0 fz(l’l) -1
OX 8y ox ay
3 3
821‘ =2x""In x+ yx" 7 (In x)?, 0 f2(1,1) — 0,
9y “OX oy2ox
3 3
Of iy, &N
oy oy

Natijada
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(X5 Yo) (y y y, T o Yo)

PO Y) = 100, Yo) + —— Y Y= Yo)+
+§{—az OO (e 220D gy 4 S DY)y yo>2}+
Pt ey g L) ety
ral L) ) (g g4+ EHEID gy (1) ==

1+1(x—1)+O-(y—1)+%[0(x—1)2 +2-1(x-1)(y-D)+0-(y-D?1+
+%[0-(x—1)3 +3-1-(x=-D*(y-1)+3-0-(x=)(y-1* +0(y =11+ R,(f) =

=1+(x-D)+(xX-1(y-1) +%(X—1)2(y—1) +R,(f)

bo’ladi. Bu berilgan funksiyaning Teylor formulasidir.
13.9. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning ekstremum giymatlari

f(X,X%,,.,X,) funksiya ochiq M(M cR"™) to’plamda berilgan bo’lib,
(x2,%3,...,x2) € M bo’lsin.

Ta'rif. Agar (x,x3,..,x2) nugtaning shunday U, atrofi:

U, ={(X,, X, X, ) ER™ 1 p = /Zm:(xk—xf)2 <8} M(5>0)

mavjud bo’lsaki, V(x,X,,...,X,,) €U, uchun
f (X, Xp 0o X ) < F X0, X0 X2)  (F (X, Xy X, ) = F (X0, X2,.0,X2))
bo’lsa,  f(x,X,,..x,) funksiya  (x,x],..x2) nugtada maksimumga
(minimumga) ega deyiladi, f(x), %y, .x%) qiymat esa (X, X, X,,)
funksiyaning maksimum (minimum) giymati deyiladi. U
fX0 X9 e Xo) = maX {F (X0, X e X0 )}

(Xq ey X )EU 5

(F0, X500 X0) = min £f % Xg 00 X))

(X3 X )€U 5
kabi belgilanadi.
Teorema. Agar  f(x,X,,.,%,) funksiya (x,xJ,...x) nugtada

ekstremumga erishsa va shu nuqtada barcha %,% ..... aif xususiy hosilalarga
1 2

m

Of (X, X3 10ty X2)

=0, i=12,..,m bo’ladi.

ega bo’lsa, u holda
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Teorema. f (X, X,,. X, ) funksiya (x,x3,...,x2)eR™ nugtaning biror
U, (s > 0) atrofida berilgan va ushbu shartlarni bajarsin:
1) f(x,%,,.X,) funksiya U, da barcha o’zgaruvchilari bo’yicha birinchi va
ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega;
2) (x),x3,..,Xx2) nugta f(x,,...,x,) funksiyaning statsionar nuqtasi;
3) koeffitsientlari
(X, X5 e X
. X, 0X,

bo’lgan

ik=1

kvadratik forma musbat (manfiy) aniglangan.

U holda f(x,X,,..x,) funksiya (x},x},..,x3) nugtada minimumga
(maksimumga) erishadi.
Agar kvadratik forma ishora saglamasa, f(x,y) funksiya (x.,xJ,..,x2) nugtada
ekstremumga erishmaydi.

Ikki o’zgaruvchili funksiyalar uchun bu teorema quyidagicha bo’ladi: f(x,y)
funksiya (x,,y,) nugtaning atrofi

U, ={(x,y)e RZ:\J(X—Xp)% + (Y — Yo)? <5}(5>0)

da berilgan va bu atrofda barcha birinchi, ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy
hosilalarga ega bo’lsin. (x,,Y,) nugta f(x,y) funksiyaning statsionar nugtasi

af(xoyyo)=0, a‘I:()(Ovyo)zo
OX oy
Va
P (X Ye) L 02 (X Vo) 0% (Xy, Y,)
all _—2’a12 _—'a22 - A2
OX oxoy oy
bo’lsin.
1°. Agar

a,a,-a5,>0 va a,>0
bo’lsa, f(x,y) funksiya (x,,y,) nugtada minimumga erishadi.
2°. Agar
a,a,—-a,>0 va a,<0
bo’lsa, f(x,y) funksiya (x,,y,) nugtada maksimumga erishadi.
3°. Agar
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a,,a,, —a, <0

bo’lsa, f(x,y) funksiya (x,,y,) nugtada ekstremumga erishmaydi.
4°, Agar

a,,a,,—a, =0
bo’lsa f(x,y) funksiya (x,,y,) nugtada ekstremumga erishishi ham,
erishmasligi ham mumkin. Bu “shubhali” hol qo’shimcha tekshirish talab
qgiladi.
Misol. Ushbu

f(x,y)=x>+y®-3axy (a=0)

funksiyani ekstremumga tekshiring.
Avvalo berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz:
af (X! y) — 3X2

OX ~3ay,
axy) _ 3y? —3ax.
oy
Ularni nolga tenglab,
3x* —3ay =0,
{By2 —3ax =0.
sistemadan berilgan funksiyaning statsionar nugtalari (0,0) hamda (a,a) ekanini
topamiz.
Ravshanki,
o’ fa)((>2< V) _ gy Of 0.y gy, azafx(;;y) _ 3
(a,a) nugtada
= o g)((? 3) =6a, a,= 52;((;;61) =-3a, a, = o°f (zz,a) =6a
bo’lib,
a,,a,, —a, =36a’ —9a’ =27a° >0
bo’ladi.

Demak, a>0 da a,>0 bo’lib, qaralayotgan funksiya (a,a) nugtada
minimumga, a<0 da a, <0 bo’lib, qaralayotgan funksiya (a,a) nugtada
maksimumga erishadi.

(0,0) nugtada
a,,a,, —a, =36-0-9*=-9a° <0
bo’lib, bu nuqtada funksiya ekstremumga erishmaydi.
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f(x,y,z) funksiya (x,,y,.2,) € R® nugtaning biror U, atrofida (5> 0)
berilgan va bu atrofda barcha birinchi, ikkinchi tartibli uzluksiz hosilalarga
ega bo’lsin. (x,,Y,,2,) hugta f(x,y,z) funksiyaning statsionar nugqtasi
fx’(XO’yO'ZO):O’
fy'(XO,yo,Zo)ZO,
fz’(xm Yo Zo) =0,

va

&, &, 8

, A3:a21 Ay, Ayl
a3 a3 Ag

a11 a'12

A1 =aq, Az =

a'21 a22

bu determinantlarda,
= 2 (X0, Yo Zo)r @5 = f2 (X0, Y0,20)s 35 = f2 (X5, Yo 20),
alz—au—f”(xo,yo, o) = T (X0, ¥0,20)s Q13 =85 = F7(X0,Y0,20),= (X0, Yo, 20)s
Ay =y = f; (X0, Yo, 20),= T3 (X0, Yo 20),
1) Agar A >0, A,>0 A,>0 bo’lsa, f(x,y,z) funksiya (x,,y,,z,) nugtada

minimumga ega bo’ladi.
2) Agar A <0, A >0, A,<0 bo’lsa, f(x,y,z) funksiya (x,,Y,,z,) hugtada
maksimumga ega bo’ladi.
3) Agar 1) va 2) guruhdagi shartlarning birortasi bajarilmasa qo’shimcha
tekshirish talab gilinadi.
14-§. Oshkormas funksiyalar

x va y o’zgaruvchilarning F(x,y) funksiyasi uchun ushbu

F(x,y)=0

tenglamaga ega bo’laylik.

Teorema. F(x,y) funksiya (X5, Y,) € R? nugtaning biror
Uh,k((xo,yo)):{(x,y)eRz:xO—h<x<x0+h,y0—k<y<y0+k} (h>0,k>0) atrofida
berilgan va quyidagi shartlarni bajarsin:

1) U, ((%y,Y,)) da uzluksiz;
2) x o’zgaruvchining (x,—h,x,+h) oraligdan olingan har bir tayin
giymatida y o’zgaruvchining funksiyasi sifatida o’suvchi;
3) F(x,,Y,)=0.
U holda (x,,y,) nugtaning shunday
U, (X, Vo)) = {(x, Y)ER? X, 0 <X<X, +8,Y,—£<Y<Y, +g}
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atrofi (0< s <h,0< ¢ <k) topiladiki,
1) ixtiyorty xe(x,—-3J,%, +3J) uchun F(x,y)=0 tenglama yagona vy
yechimga (ye(y,-¢,Y, +¢)) €0a, yani F(x,y) =0 tenglama yordamida
X—=>Yy:F(x,y)=0
oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniqlanadi.
2) x=X, bo’lganda unga mos kelgan y =y, bo’ladi,
3) oshkormas ko’rinishda aniglangan
X—=>Yy:F(x,y)=0
funksiya (x, -9,x%, + ) oraligda uzluksiz bo’ladi.
Teorema. F(x,y) funksiya (x,,Yy,)<R? nugtaning biror atrofi U(x,,y,)
da aniqlangan bo’lib quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:
1°. F(x,y) funksiya U da n marta uzluksiz differensiallanuvchi (n=1.2...)
2°. F(x,,Y,)=0.
3° F,(X,Y,)#0.
U holda shunday 1 cU(x,,y,) atrof va bu atrofda f(x) funksiya mavjud
bo’lib,
(=1, xl,;l, Z{XGRI|X—X0|<a},|y ={yeR:|y—yO|<ﬂ})
ixtiyoriy (x,y) el larda
1) F(x,y)=0 & y=1f(x)
2) f(x) funksiya 1, da n-marta uzluksiz differensiallanuvchi va 1-tartibli
hosila uchun

F () = in(x, f (x))
Fy (x, £(x)
tenglik o’rinli bo’ladi.
Ushbu
{Flel(x,y,u,v)zo, (1)
F,=F,(vy,uv)=0

tenglamalar sistemasini garaylik.
Misol. Ushbu
F(x,y)=x>+y?>=Iny=0 (y>0)
tenglama oshkormas funksiyani aniglaydimi?
y*> —Iny ayirma har doim musbat bo’ladi:
y> —Iny>0.
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Shu sababli x 0’zgaruvchining (-0,) dagi hech bir giymatida
x> +y?~Iny=0
tenglik bajarilmaydi. Binobarin, berilgan tenglama oshkormas funksiyani
aniglamaydi.
15-§. Funksional ketma-ketliklar va qatorlar

15.1. Funksional ketma-ketlik va gatorlarning yaginlashuvchiligi

Faraz qgilaylik, har bir natural neN songa X to’plamda aniglangan
f. (x) funksiya mos kelsin. U holda

£,(X), T, (), F (X))

ketma-ketlik hosil bo’lib, bu ketma-ketlik funksional ketma-ketlik deyiladi.
Funksional ketma-ketlik  {f (x)}, uning umumiy hadi esa f, (x) kabi

belgilanadi.

Ta'rif. Agar  {f (x,)} sonlar  ketma-ketligi  yaginlashuvchi
(uzoglashuvchi) bo’lsa, {f (x)} funksional ketma-ketlik x, nugtada
yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi, x, nugta esa bu funksional ketma-
ketlikning yaginlashish (uzoglashish) nuqtasi deyiladi.

{f (x)} funksional ketma-ketlikning barcha yaginlashish nugtalaridan iborat
to’plam ketma-ketlikning yaginlashish sohasi deyiladi. {f,(x)} funksional

ketma-ketlikning yaginlashish sohasi M da aniglangan ushbu
fox—=>limf(x (xeM)

nN—oo

funksiya, {f (x)} ketma-ketlikning limit funksiyasi deyiladi. Demak,
imf0=fx)  (xeM).

15.2. Tekis yaqginlashuvchiligi
Biror {f,(x)}:
£,(X), F,(X),., £, (X),...
funksional ketma-ketlik berilgan bo’lib, M esa bu funksional ketma-ketlikning
yaginlashish sohasi va f(x) limit funksiyasi bo’lsin:

lim . () = f(x) (xeM).

n—ow

Ta'rif. Agar ixtiyoriy £ >0 son olinganda ham shunday n, e N topilsaki,
ixtiyoriy n>n, uchun bir yo’la hamma xe M lar uchun
[f,00-fF(x)|<e
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tengsizlik bajarilsa, {f, (x)} funksional ketma-ketlik M to’plamda f(x) ga tekis
yaginlashadi (funksional ketma-ketlik tekis yaginlashuvchi) deyiladi.

Demak, bu holda ta'rifdagi n, natural son fagat £ ga bog’liq bo’lib, x
larga bog’liq bo’Imaydi.

{f.(x)} funksional ketma-ketlik f(x) ga tekis yaginlashuvchiligi
f ()= f(x) (xe M)

kabi belgilanadi.
15.3. Notekis yaginlashuvchilgi

Ta'rif. Agar ketma-ketlik har bir &>0 uchun hamma x lar uchun
umumiy n, topish mumkin bo’lmasa, ya'ni ixtiyoriy neN olinganda ham
shunday ¢, va x, e M topilsaki,

[f,00-fF(x)|<e

tengsizlik bajarilmasa, {f, (x)} funksional ketma-ketlik M to’plamda f(x) ga
notekis yaqginlashadi deyiladi.

Bu holda n, natural son &£ ga bog’liq bo’lishi bilan birga garalayotgan x
ga ham bog’liq bo’ladi.

Teorema. {f,(x)} funksional ketma-ketlikning M to’plamda limit
funksiya f(x) ga tekis yaginlashishi uchun

limsup|f,(x) - f(x) =

n—oo xeM
bo’lishi zarur va yetarli.
Misol. Ushbu

2 2
f )=t 0 (0<x<1)
X" +n

funksional ketma-ketlikni tekis yaginlashuvchilikka tekshiring.
Bu ketma-ketlikning limit funksiyasi
2 2
00 =im £,00 = lim gy =1

n—w n—ow X" +nNn

bo’ladi. Endi

n n n
[£,00- ()] = u IH |= =
X2 +n
ning supremumini topamiz. Ravshanki, [0,1] da
nx nx
sup|f, (x) - f(x)| =sup L X

bo’ladi. Agar xe[01] va n>1 da
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( nx j‘_n(x2+n2)—nx-2x_ n®—nx* _n(n®*-x?)

x* +n? (x* +n?)? C(x2+n?)? (X2 +n?)?
ekanligini e tiborga olsak, unda [0,1] da inxnz ning o’suvchi bo’lishini va u
+

[0,1] da o’zining teng Katta giymatini x=1 da gabul gilishini aniglaymiz.
Demak,

max nx _ n

x> +n* 1+n

Shunday qilib, berilgan ketma-ketlik uchun

2

n
2

sup|f, (9 - f0[=—

0<x<1

bo’lib, undan
limsup|f,(x)—f(x)|=0

N—%  o<x<1

bo’lishi kelib chigadi. Demak, berilgan ketma-ketlik [0,1] da tekis
yaginlashuvchi.
15.4. Fundamental ketma-ketlik. Koshi teoremasi

Ta'rif. Agar ixtiyoriy £>0 son olinganda ham shunday n,eN son

topilsaki, n>n,,m>n, bo’lganda ixtiyoriy x e X uchun bir yo’la
1,00 - f(x)| <&

tengsizlik bajarilsa, {f, (x)} funksional ketma-ketlik X da fundamental ketma-

ketlik deyiladi.

Teorema (Koshi  teoremasi). {f,(x)} funksional ketma-ketlik X
to’plamda limit funksiyaga ega bo’lishi va unga tekis yaqinlashishi uchun u X
da fundamental bo’lishi zarur va yetarli.

15.5. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketliklarning xossalari

M to’plamda (M cR) biror {f (x)} funksional ketma-ketlik berilgan
bo’lib, uning limit funksiyasi f(x) bo’lsin:

limf.(0=f(x)  (xeM)

n—ow

1°. Agar {f (x)} funksional ketma-ketlikning har bir f (x) (n=123..)
hadi M to’plamda uzluksiz bo’lib, bu funksional ketma-ketlik M da tekis
yaginlashuvchi bo’lsa, u holda f(x) limit funksiya ham M to’plamda uzluksiz
bo’ladi.

2°. Agar x—>x, da {f,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir f, (x)
(n=12,..) hadi chekli
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lim f.(x)=a, (n=123..)

limitga ega bo’lib, bu ketma-ketlik M da tekis yaqginlashuvchi bo’lsa, u holda
{a,} ketma-ketlik ham yaginlashuvchi, uning limiti a(a=lma,) esa f(x) ning
x — x, dagi limitiga teng:

limf(x) =a.

X—>Xg

3°. Agar {f (x)} funksional ketma-ketlikning har bir f (x) (n=123,..) hadi
[a,b] da tekis yaginlashuvchi bo’lsa, u holda

b
ketma-ketlik yaginlashuvchi, uning limiti esa jf(x)dx ga teng bo’ladi:

lim [ f,0odx = [ £ ()

4°, Agar {f,(x)} funksional ketma-ketlik har bir f (x) (n=123,..) hadi [a,b]
segmentda uzluksiz f,(x) (n=12,3,..) hosilaga ega bo’lib bu hosilalardan
tuzilgan

£ 00 Fo (senns £ (X) ..
funksional ketma-ketlik [a,b] da tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda limit
funksiya f(x) shu [a,b] da f'(x) hosilaga ega bo’lib, {f,(x)} ketma-ketlikning
limiti f (x)ga teng bo’ladi:
Iim{% fn(x)}: f‘(x):%{"m fn(x)}

n—o0 nN—o0

15.6. Funksional qatorlar va ularning yaginlashuvchiligi
X to’plamda (X < R)biror

U, (X), U, (X),..., u, (X),...
funksional ketma-ketlik berilgan bo’lsin. Ushbu
U, (X) +u, (X) +...+u, (X) +...

ifoda funksional gator deyiladi va u iun(x) kabi belgilanadi:

iun(x):ul(x)+u2(x)+...+un(x)+... (2)
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Ta'rif. Agar iun(xo)(x0 e X) sonli gator yaginlashuvchi (uzoglashuvchi)

bo’lsa, iun(x) funksional gator x, nuqgtada yaginlashuvchi (uzoglashuvchi)
deyiladi, x, nugta esa funksional gatorning yaginlashish (uzoglashish) nuqtasi
deyiladi.
15.7. Funksional gatorning yaqinlashish sohasi

iun(x) funksional gatorning barcha yaginlashish nugtalaridan iborat

to’plam bu funksional gatorning yaginlashish sohasi deyiladi.
(1) funksional gatorning dastlabki hadlaridan tuzilgan ushbu
S1(x) =u,(x)
S, (X) =y () + U, (x),

............................

yig’indilar funksional qatorning qismiy yig’indilari deyiladi.
lim S. (x) =S(x) ga (1) funksional gatorning limiti deyiladi.

n—ow

Misol. Ushbu

Zx“‘l =1+ X+ X2+ L+ X"
n=1

funksional qgatorning yaginlashish sohasini toping. Bu qatorning qismiy
yig’indisi

1-x"

S,(X)=1+Xx+xX"+.+x"={1-x

n, agar x=1 bo'lsa

,agar x=1 bo'lsa,

bo’ladi. Unda

] . 1-X" 1
vx e (-1,1) uchun S, (x) = =—
e (-13) In|££1 (%) |nl££1 Ty "1 x
Vx €[L+o) uchun |jm S, (X) =,

n—owo

ixtiyoriy x e (—o,—1] uchun {S,(x)} ketma-ketlik limitga ega emas.

Shunday qilib, berilgan funksional gatorning yaginlashish sohasi M(-171)
intervaldan iborat ekan.
15.8. Funksional gatorning tekis yaginlashuvchiligi
X to’plamda (X < R) biror yaginlashuvchi
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iun(x) =U, (X)+U,(X)+..+u, (X)+...

funksional qator berilgan bo’lib, uning yig’indisi S(x) bo’lsin:
lim S, () = S(%).

Ta'rif. Agar X to’plamda iun(x) funksional qgatorning qismiy
yig’indilaridan iborat {S,(x)} funksional ketma-ketlik qator yig’indisi S(x) ga
tekis yaginlashsa, u holda bu funksional gator X da tekis yaginlashuvchi
deyiladi.

{s,(x)} ketma-ketlik X da S(x)ga notekis yaginlashsa, unda iun(x)

funksional gator X da notekis yaginlashuvchi deyiladi.

Teorema. iun(x) funksional gator X da S(x) ga tekis yaginlashishi

n=1

uchun

=0

S U, (x)

k=n+1

lim Sup|s,(x) -S| = limsup

n—oo xeX n—o xeX
bo’lishi zarur va yetarli.
Veyershtrass alomati. Agar

iun(x) =u, (X)+Uu,(X)+...+u, (X)+...

funksional gatorning har bir u,(x) (n=12,3,...) hadi X to’plamda
u,(¥|<c, (n=123..)
tengsizlikni ganoatlantirsa va

DG, =C +CyH.+Cy +o
n=1

sonli qator yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda iun(x) funksional gator X da tekis
n=1

yaginlashuvchi bo’ladi.
Misol. Ushbu

sinn®x  sin1*°x  sin 2*x sin n’x
>, st et
funksional gatorni Veyershtrass alomatidan foydalanib tekis
yaginlashuvchiligini ko’rsating.
Berilgan gatorning har bir
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H 2
u, () =20X (h=123.)
n

hadi uchun
sin N“x 1
|un (X)| = 2 < T2
n
bo’ladi va ravshanki,
ii
=1 n’

sonli qator yaqinlashuvchi. Veyershtrass alomatiga ko’ra berilgan funksional
gator (—oo,+0) da tekis yaginlashuvchi bo’ladi.

Teorema (Koshi teoremasi). iun(x) funksional gatorning X da tekis

n=1
yaqginlashuvchi bo’lishi uchun uning qismiy yig’indilari ketma-ketligining X da
fundamental bo’lishi zarur va yetarli.
15.9. Tekis yaginlashuvchi funksional qatorlarning xossalari

1°. Funksional qator yig’indisining uzluksizligi. Agar iun(x)
=1

funksional gatorning hadlari X to’plamda uzluksiz bo’lib, bu funksional gator
X da tekis yaqginlashuvchi bo’lsa, u holda gatorning yig’indisi S(x) ham X da
uzluksiz bo’ladi.

2°. Funksional gatorlarda hadma-had limitga o’tish. Agar x— x, da

iun(x) funksional gatorning har bir u,(x) (n=12,3,...) hadi chekli

n=1

limu.(x) =c, (n=123,..)

X—Xg

limitga ega bo’lib, bu gator X da tekis yaqginlashuvchi bo’lsa, u holda
n=1
gator ham yaginlashuvchi, uning yig’indisi ¢ esa S(x) ning x — x, dagi limiti
limsx)=c

X—>Xg

ga teng bo’ladi:
lim 2 u, (9 = 2_limu, ().

X=Xy n=1 n=1l X—>Xq

3°. Funksional gatorni hadma-had integrallash. Agar iun(x)

funksional gatorning har bir u,(x) (n=112,3,...) hadi [a,b] segmentda uzluksiz
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bo’lib, bu qgator shu segmentda tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda qator
hadlarining integrallaridan tuzilgan

b b b
J.ul(x)dx+.[u2(x)dx+...+Iun(x)dx+...
b
gator ham yaginlashuvchi, uning yig’indisi esa IS(x)dx ga teng bo’ladi:

[ u, 00dx =3 ([u, (9.

a n=l n=l g

ga teng bo’ladi.

4°. Funksional gatorni hadma-had differensiallash. Agar iun(x)

n=1

funksional gatorning har bir u,(x) hadi (n=12,3,...) [a,b] segmentda uzluksiz

u'(x) (n=123,..) hosilaga ega bo’lib, bu hosilalardan tuzilgan iu;(x)

n=1

funksional qator [a,b] da tekis yaginlashuvchi bo’lsa, u holda berilgan
funksional qatorning yig’indisi S(x) shu [a,b] da s (x) hosilaga ega va

S =24, (9

bo’ladi:
i{iun (x)} -39y ).
dx | ~' dx
16-§. Darajali qatorlar
Ushbu

D ax" =a, +ax+ax +..+ax" +..
n=0
yoki umumiyroq

Da (X =Xo)" =ay +ay(X—Xo) +a, (X—=Xo)? +.o+ 8, (X—Xp)" +...
n=0

Qatorlar (bunda a,,a,,...a,,..va—Xx, -0’zgarmas haqiqiy sonlar) darajali gatorlar
deyiladi.
Teorema (Abel teoremasi). Agar ianxn darajali gator x ning x=x,
n=1

(x, = 0) giymatida yaqginlashuvchi bo’lsa, x ning

<[l
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tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida darajali gator absolyut
yaqinlashuvchi bo’ladi.

Teorema. Agar ianxn darajali gator x ning ba'zi (x=0) giymatlarida

n=1

yaqinlashuvchi, ba'zi qiymatlarida uzoqlashuvchi bo’lsa, u holda shunday

yagona r (r>0) son topiladiki, ianx” darajali gator x ning |x <r tengsizlikni

n=1

ganoatlantiruvchi giymatlarida absolyut yaginlashuvchi, |x>r tengsizlikni

ganoatlantiruvchi giymatlarida esa uzoglashuvchi bo’ladi.
16.1. Darajali gatorning yaqinlashish radiusi

Ta'rif. Yuqgoridagi teoremadan r soni ianxn darajali gatorning

yaginlashish radiusi, (-r,r) interval esa darajali gatorning yaginlashish
intervali deyiladi.

Eslatma. x=+r nuqgtalarda ianx” darajali gator yaginlashishi ham

n=1

mumkin, uzoglashishi ham mumkin.

Teorema (Koshi-Adamar teoremasi). Berilgan ianx” darajali
n=1

gatorning yaginlashish radiusi

! (lim - yudori limit) (1)

m r{/m n—

n—o0

r

bo’ladi.
Eslatma. Agar |imyfa,|=0 bo’lsa, r=+w; agar |jim ila,| =+» bo’lsa,

n—oo n—o

r=0 bo’ladi.

Eslatma. Zw:an(x—xo)n darajali  gatorning yaginlashish intervali
n=0

(X, — T, %, +1) bo’ladi. Bunda r ushbu ianxn gatorning yaginlashish radiusi.

n=1

Misol. Ushbu

n 2 n

X X

2 X
=—+—+...+
nz‘zﬁ 2 22 2n

+..

darajali gatorning yaginlashish radiusini, yaginlashish intervalini va
yaginlashish sohasini toping.
Bu darajali qatorning yagqinlashish radiusini (1) ga ko’ra topamiz:
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1 . n
=lim2-—=1

:_— :_— 1 Nn—oo n
limval limy/,

N—o0 n—

1
r

Demak, berilgan darajali gatorning yaginlashish radiusi r =1, yaginlashish
intervali esa (-1,1) bo’ladi. x=+r =+1 da darajali gator mos ravishda

© (_l)n © 1
Z 2\/ﬁ ' sz/ﬁ

n=1 n=1

sonli gatorlatga aylanadi. Bu gatorlarning yaginlashuvchiligi ma’lum. Demak,
berilgan darajali gatorning yaqginlashish sohasi [-1,1] segmentdan iborat.
16.2. Darajali qatorlarning xossalari
Biror
Zm:anxn =g, +aXx+a,X +..+ax"+.. (1)
n=1
berilgan bo’lsin.
1°.Agar (1) gatorning yaginlashish radiusi r (r>0) bo’lsa, u holda bu
gator [-c,c] (0<c<r) da tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.

2°. Agar (1) gatorning yaqginlashish radiusi r bo’lsa, u holda bu gatorning
S(x) = ianx”
n=1

yig’indisi (-r,r) da uzluksiz funksiya bo’ladi.

3°. Agar (1) darajali gatorning yaginlashish radiusi r bo’lib, bu qator
x=r (x=-r) nugtalarda yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda gatorning yig’indisi
S(x) funksiya x=r (x=-r)nuqtada chapdan (o’ngdan) uzluksiz bo’ladi.

4°, Agar (1) gatorning yaqginlashish radiusi r bo’lsa, bu gatorni [a,b]
([a,b] = (-r,r)) oraligda hadlab integrallash mumkin.

5°. Agar (1) gatorning yaginlashish radiusi r bo’lsa, bu gqatorni (-r,r) da
hadlab differensiallash mumkin.

Misol. Ushbu
i nx"
n=1
funksional gatorning yig’indisini toping.
Ma’lumki,
n=1

darajali gator (-1,1) da yaqinlashuvchi va uning yig’indisi ﬁ ga teng:
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0

n_ X
2 C1-x’

n=1

Bu gatorni hadlab differensiallab topamiz:
d& .. d 1 1—x—x(—1) d
’ (1 x) =y =2

dx = dX n-1 n-1

16.3. Teylor gatori. Funksiyalarni darajali qatorlarga yoyish
f (X) funksiya X, (X, €R) nugtaning biror
U,(X,)={xeR:x, —5<x<x,+5,6>0} atrofida berilgan bo’lib, shu atrofda
istalgan tartibdagi hosilaga ega bo’lsin. Ushbu
f (M
S IO = )+ 10 (4 L0

n=0

Bu yerda f@(x,)="f(x,). Darajall gator f(x) funksiyanlng Teylor gatori

(”)( X,)

(xx)++ (X=%)" +...

deyiladi. Xususan, x, =0 da qator quyidagicha bo’ladi:
SR (©) f (0) f™)
nZ:(; " = f(0)+——= TR
(odatda bu gatorni Makloren gatori ham deyiladi).
Teorema. f(x) funksiya biror (-r,r) (r>0) oraligda istalgan
tartibdagi hosilaga ega bo’lib, uning x=0 nuqtadagi Teylor gatori

= £00) . f(O) f“(O) 2 f™() .
HZ(; " x" = f(0)+ m J x+...+—n! X

bo’lsin. Bu qator (-r,r) da f(x) ga yaqginlashishi uchun f(x) funksiya Teylor
formulasi

. "
f(x)=f(0)+ fl(o) fz(!o)x2+...+—f n!(O)

ning qoldiqg hadi barcha x e (-r,r) da nolga intilishi
limr,(x) =0

n—oo

X" +r (X)

zarur va yetarli.

Teorema. f(x) funksiya Dbiror (-r,r) oraligda istalgan tartibdagi
hosilaga ega  bo’lsin. Agar shunday o’zgarmas M >0 soni topilsaki, barcha
x e (-r,r) hamda barcha n (n=12,.) uchun

[FO 0| <M
tengsizlik bajarilsa, u holda (-r,r) oraligda f(x) funksiya Teylor gatoriga
yoyiladi, ya'ni
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0-3 1200 14 L0, L0,

X" +..
~ 1 21
bo’ladi.
Misol. Ushbu
f(x) = |n1+—X
—X

funksiyani Makloren gatoriga yoying.
Ma'lumki, xe(-11) da
2 3 n
In(1+ x):x-%+%—...+(-1)"lx—+
bo’ladi. Bunda x ni -x ga almashtirib, topamiz:

x? X3 X"

IN(1-x) = —x—2— 2 — L

Natijada
2 2n-1
N1+ X)lb(—x) = 2x+ 2 4 42X
3 2n-1
bo’ladi. Keyingi gatorning (-1,1) da yaginlashuvchiligi ravshan. Demak,
1+ X 2x° 2%
In—— =2x+ +..+ +
1-x 3 2n-1
17-§. Xosmas integrallar
17.1. Cheksiz oralig bo’yicha xosmas integrallar
f(x) funksiya [a,+x) Oraligda berilgan bo’lib, bu oraligning istalgan [a,t]

(a<t<+oo) gismida integrallanuvchi, ya'ni ixtiyoriy t (t >a) uchun ushbu

F(t) = j f (x)dx

integral mavjud bo’lsin.
Ta'rif. Agar t—+o da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo’lsa, bu limit
f(x) funksiyaning [a,+x) oralig bo’yicha xosmas integrali deyiladi va

Tf (x)dx

kabi belgilanadi.
Demak,

jf(x)dx— limF® = ||mjf(x)dx (1)

t—>+0 to>+0 5

17.2. Xosmas integrallarning yaginlashuvchiligi
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Ta'rif. Agar t >+ da F(x) funksiyaning limiti mavjud bo’lib, u chekli
bo’lsa, (1) xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi, f(x) esa cheksiz [a,+x)
oraligda integrallanuvchi deyiladi.

Agar t—>+wo da F(x) funksiyaning limiti cheksiz bo’lsa, yoki limit

mavjud bo’lmasa, (1) xosmas integral uzoqglashuvchi deyiladi.
Misol. Ushbu

I = jxe‘xzdx
0
xosmas integralning yaqginlashuvchiligini aniglang va giymatini toping.

Txexz dx=]im Jt‘xeXz dx
0

t>+0

bo’lib,
t t
F(t) = jxe’xzdx = je’xz Lo otew [ lge,l
: . 2 2 0 2
bo’lganligidan esa
. 1
F(t)==
ImFO=3
bo’lishi kelib chigadi.
Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi va
J.xe‘X2 dx = 1 :
5 2
17.3. Yaginlashuvchi Xxosmas integrallarning xossalari. Asosiy

formulalar
1°. Agar +f)f(x)dx va +jiog(x)dx xosmas integrallar yaqinlashuvchi bo’lsa,
u holda a a
Tlof (00 Ag(0]x

xosmas integral ham yaqinlashuvchi bo’lib,

~+00

j [of () + B9 (X) bix = & f f(x)dx + 3 j g(x)dx

bo’ladi, bunda «, # -0’zgarmas sonlar.
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2°. Agar ixtiyoriy xe[a,+o) uchun f(x)<g(x) bo’lib, +jaof(x)dx va
+fg(x)dx integrallar yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda

Tf (x)dx < +fg(x)dx

bo’ladi.

3°. Nyuton-Leybnis formulasi. f(x) funksiya [a,+) oraliqda uzluksiz
bo’lib, F(x) esa uning shu oraligdagi boshlang’ich funksiyasi bo’lsin
(F'(x)=f(x)). Unda

[0 =F(X) | =F()-Fa) o)

bo’ladi. Bu yerda
F(+) = |im F ().

t—>+00

4°.,  O’zgaruvchini almashtirish formulasi. f(x) funksiya [a,+w)
oraligda uzluksiz, ¢(t) funksiya esa [«,f) da uzluksiz differensiallanuvchi
funksiya bo’lib,
a=g(a) <p(t) <|jm e(t) = +x

t—>4-0

bo’lsa, u holda
[ 109dx = [ f(p(t)e ()t

bo’ladi.
5°. Bo’laklab integrallash formulasi. Agar u=u(x) va v=v(x)
funksiyalar [a+x) da uzluksiz differensiallanuvchi bo’lib, |jm (uv) mavjud

X—>+0

bo’lsa, u holda
Iudv =uv| :O— Ivdu
bo’ladi. Bu yerda
" = lim (uv) —u(@)v(a).

Misol. Ushbu

+J°-°dx
2

> X*+X—-2

integralni hisoblang. Ma’lumki,
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£(x) = 1 1( 1 1 )

X21x—2 3\x-1 x+2
bo’lib,
1, x-1
F(x)==Ih 2=
() 3 " X+2
funksiyani  uning boshlang’ich ~ funksiyasidir. Unda  Nyuton-Leybnis
formulasiga ko’ra topamiz:

w=3m2

Todx 1, x-1
[ lnk
5 XT+X=2 3 X+2 3

17.4. Xosmas integrallarning yaginlashuvchiligi hagida teoremalar

Teorema. f(x) funksiya xosmas integrali +ff(x)dx ning yaginlashuvchi

bo’lishi uchun, ixtiyoriy t e (a,+)da F(t) =.[ f (x)dx < C (C =const ) bo’lishi zarur

va Vyetarli.
Teorema. f(x) va g(x) funksiyalar [a,+w)da berilgan bo’lib, vx e [a,+x)
da
0< f(x)<g(x)

bo’lsin. U holda Tg(x)dx yaginlashuvchi bo’lsa,Tf(x)dx ham yaginlashuvchi

bo’ladi; jf(x)dx uzoqlashuvchi bo’lsa, f g(x)dx ham uzogqlashuvchi bo’ladi.

Misol. Ushbu
'[e’xz dx
0
integralning yaqinlashuvchiligini ko’rsating. Ravshanki, ixtiyoriy x>1 uchun
o1
er <7
bo’ladi. Unda
rdx
X2

1

ning yaqinlashuvchi bo’lishini e’tiborga olib, yuqoridagi teoremaga binoan
je’xz dx
0

ning ham yaginlashuvchi ekanini topamiz. Ravshanki,
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+00 , 1 s +00 s
je‘x dx :'fe‘X dx + je‘x dx
0 0 1

Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi.
Teorema. f(x) va g(x) funksiyalar [a,+«) da f(x)>0,g(x)>0 bo’lib,

i w=k 0<k<+4w
im- (Ok=0)

bo’lsin. Agar k<+wo Va j g(x)dx integral yaqinlashuvchi bo’lsa, jf(x)dx
integral ham yaqinlashuvchi bo’ladi. Agar k>0 va J'g(x)dx integral

uzoqlashuvchi bo’lsa, _[f(x)dx integral ham uzoqlashuvchi bo’ladi.

Teorema. Agar x—+wo da f(x) funksiya% ga nisbatan a(a >0)

tartibli cheksiz kichik bo’lsa, u holda +j)of(x)dx integral «>1 bo’lganda

yaginlashuvchi, « <1 bo’lganda esa uzoqlashuvchi bo’ladi.
Teorema (Koshi teoremasi). Quyidagi

Tf (x)dx

xosmas integralning yaqinlashuvchi bo’lishi uchun, ixtiyoriy >0 son
olinganda ham, shunday t,(t, >a) son topilib, t'>t,,t">t, bo’lgan ixtiyoriy
t',t” lar uchun

IF(t") - F(t)

<¢&

T f(x)dx—j f (x)dx

T f (x)dx

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
17.5. Xosmas integralning absolyut yaqginlashuvchiligi. Dirixle alomati

Ta'rif. Agar [|f(x)[dx integral yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda [ f(x)dx

absolyut yaginlashuvchi integral deyiladi, f(x) funksiya esa [aq+w) da
absolyut integrallanuvchi funksiya deyiladi.

Teorema (Dirixle alomati). f(x) va g(x) funksiyalar [a,+) oraliqda
berilgan bo’lib, ular quyidagi shartlarni bajarsin:
1)  funksiya [a,+w) da uzluksiz va uning shu oraliqdagi boshlang’ich F(x)
(F'(x)= f(x)) funksiyasi chegaralangan,
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2) g(x) funksiya [a,+x) da g'(x) hosilaga ega va u uzluksiz funksiya,
3) g(x) funksiya [a,+) da kamayuvchi,

4) limoax)=0.

X—>+0

U holda
Tf (X)g(x)dx

integral yaqinlashuvchi bo’ladi.
17.6. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari va ularning
yaqginlashuvchiligi tushunchalari

f(x) funksiya [a,b) yarim intervalda berilgan bo’lib, b nuqta f(x) ning
maxsus nugqtasi bo’lsin. Bu funksiya [a,b) ning istalgan [a,t] (a<t<b)
gismida integrallanuvchi, yani ixtiyoriy t (a<t<b) uchun ushbu

F(t) = j f (x)dx

integral mavjud bo’lsin.
Agar t -b-0 da F(t) funksiyaning limiti

limF®)

t—>b-0
mavjud bo’lsa, bu limit f(x) funksiyaning [a,b) bo’yicha xosmas integrali
deyiladi va

b
j f (x)dx
kabi belgilanadi:
b b
[ 109dx = [im F® = lim [ f (x)dx (3)
a t—b-0 t—=b-0 5

Ta'rif. Agar t -b-0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo’lib, u
chekli bo’lsa, (3) xosmas integral yaginlashuvchi deyiladi. f(x) esa [a,b) va
integrallanuvchi funksiya deyiladi.

Agar t—>b-0 da F(t) funksiyaning limiti cheksiz bo’lsa yoki limit mavjud
bo’lmasa, (3) xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.
17.7. Yaqginlashuvchi xosmas integralning xossalari

f(x) va g(x) funksiyalar [a,b) da berilgan bo’lib, b nuqta shu

funksiyalarning maxsus nuqtasi bo’lsin.
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b b
1°. Agar j f(x)dx va j g(x)dx xosmas integrallar yaginlashuvchi bo’lsa, u

holda

b

[l (0 + By () ix

a

xosmas integral ham yaqinlashuvchi bo’lib,
i[af (x) £ Ay () Jix = ajl f(x)dx+ 3 jb g(x)dx
bo’ladi, bu yerda «, 8 -0’zgarmas sonlar.
2°. Agar ixtiyoriy xe[a,b) uchun f(x)<g(x) bo’lib, 'T f(x)dx va 'Tg(x)dx
integrallar yaginlashuvchi bo’lsa, u holda a a
jl f(x)dx < j).g(x)dx

bo’ladi.

3°. Nyuton- Leybnis formulasi. f(x) funksiya [a,b) oraligda uzluksiz
bo’lib, F(x) esa uning shu oraligdagi boshlang’ich funksiyasi bo’lsin
(F'(x)=1(x).
Unda

2 =F(b-0)-F(a) (4)

i f(x)dx = F(x)

bo’ladi. Bu yerda
F(b-0)=]|imF®

t—b-0

4°. O’zgaruvchini almashtirish formulasi. f(x) funksiya [a,b) da uzluksiz, o(t)
funksiya esa [, 8) da uzluksiz differensiallanuvchi funksiya bo’lib,

a=g¢(@) <o) <|jme®) =b

t—b-0

bo’lsa, u holda
b B
[ £00dx] (@) ()t

bo’ladi.
5°. Bo’laklab integrallash formulasi. Agar u=u(x) va v=v(x) funksiyalar [a,b)

da uzluksiz differensiallanuvchi bo’lib, |jm (uv) mavjud bo’lsa, u holda
t—b-0
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b b
judv =uv E—IVdu
a a

bo’ladi. Bu yerda

uvl2= [jmu®v(t) —u(a)v(a)
t—b-0

Misol. Ushbu

j- dx

1 X+/In X
integralni hisoblang. Ravshanki,

F() = —
X+/In x

funksiyaning (1,2] oraligdagi boshlang’ich funksiyasi
F(x)=2-4/Inx

bo’ladi. Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib, topamiz:

j *_ _(@inn)| =2n2-2[jmint =22

1 X~/In x -0 t1-0
17.8. Xosmas integralning yaqinlashuvchiligi hagida teoremalar

f(x) funksiya [a,b) da berilgan bo’lib, b nugta shu funksiyaning maxsus

nugqtasi bo’lsin.

b
Teorema. [a,b) da manfiy bo’lmagan f(x) funksiyaning j f (x)dx Xosmas
integralning yaqinlashuvchi bo’lishi uchun vt e (a,b) da
b
F(t):jf(x)dxsc (C =const)

bo’lishi zarur va yetarli.
Teorema. f(x) va g(x) funksiyalar [a,b) da berilgan bo’lib, b nugta shu
funksiyalarning maxsus nuqtasi bo’lsin. Agar vx <[a,b) da
0< f(x)<g(x)

b b
bo’lsa, u holda [g(x)dx integralning yaqinlashuvchiligidan [ f(x)dx ning

b b
yaginlashuvchiligi; jf(x)dx integralning uzoglashuvchiligidan jg(x)dx ning

uzoqlashuvchiligi kelib chigadi.
Misol. Ushbu
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————dx
o Y1-xX

integralning yaginlashuvchiligini ko’rsating. Ravshanki, vx <[0,1) da

J‘COS X

cos? x 1
41-x  41-x

bo’ladi. Ushbu

© o1 ©dx
JA dX:J _y\4
o V1—x o 1=X)

xosmas integralning yaginlashuvchiligini e’tiborga olib, yugoridagi teoremadan
foydalanib,

¢ cos? x
~=—_Zdx
[
integralning yaginlashuvchi ekanini topamiz.
Teorema. Agar x ning b ga yetarli yagin gqiymatlarida

_o(x)
f () =B (o >0)

b
bo’lsa, u holda ¢@(Xx)<C<+w Vva a<l bo’lganda Jf(x)dx integral

b
yaginlashuvchi, ¢(x)>C >0 va a>1 bo’lganda jf(x)dx integral uzoglashuvchi

bo’ladi.

Teorema. Agar x >b-0 da f(x) funksiya ﬁ ga nisbatan a(a > 0)

b
tartibli cheksiz katta bo’lsa, u holda I f(x)dx integral « <(a>1) bo’lganda

yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) bo’ladi.
Teorema (Koshi teoremasi). Quyidagi

i f (x)dx

xosmas integralning (b-maxsus nuqta) yaqinlashuvchi bo’lishi uchun, ixtiyoriy
£>0 son olinganda ham, shunday &>0 topilib, b-s<t'<bb-5<t'<b
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy t’ va t” lar uchun

"

jf(x)dx-jf(x)dx

a

IF@") -F(t) = =Tf&NX<8

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
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Teorema (Dirixle alomati). f(x) va g(x) funksiyalar [a,b) da berilgan
bo’lib, ular quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x) funksiya [a,b) da uzluksiz va uning shu oraligdagi boshlang’ich F(x)
(F'(x)=f(x)) funksiyasi chegaralangan,
2) g(x) funksiya [a,b) da g'(x) hosilaga ega va u uzluksiz funksiya,
3) g(x) funksiya [a,b) da kamayuvchi,

4) lima() =o0.

x—b-0

U holda
[ F(9g(x)dx

integral yaqinlashuvchi bo’ladi.
17.9. Xosmas integralning absolyut yaqginlashuvchiligi

b b
Ta'rif. Agar j|f(x)|dx integral yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda If(x)dx

absolyut yaginlashuvchi integral deb ataladi, f(x) funksiya esa [a,b) da
absolyut integrallanuvchi funksiya deb ataladi.
18-§. Parametrga bog’liq integrallar

18.1. Parametrga bog’liq integral tushunchasi

f(x,y) funksiya

Dz{(x,y)eR2 :aéxgb,yeEcR}
to’plamda berilgan bo’lsin. y o’zgaruvchining har bir tayin qiymatida f(x,y)
funksiya x o’zgaruvchisi bo’yicha [a,b] da integrallanuvchi, yani

_T f(x, y)dx

integral mavjud bo’lsin.
Bu integral y o’zgaruvchining E dan olingan qiymatiga bog’liq bo’ladi:

1(y) = [ f(x y)dx (1)

Odatda (1) perametrga bog’liq integral, y o’zgaruvchi esa parametr deyiladi.
Ta'rif. Agar ixtiyoriy £>0 olinganda ham, (ixtiyoriy vxe[a,b])
5=05(e,x) >0 topilsaki, ly—y,| <& tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
y € E uchun
f(xy)—p(X)| <& xelab]
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bo’lsa, u holda ¢(x)funksiya f(x,y) ning y — vy, dagi limit funksiyasi deyiladi.

[Iim f(x, Y)=§0(X)j

Ta'rif. Agar ixtiyoriy £>0 olinganda ham shunday A=A(x,¢)>0

topilsaki, |y|>A tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy yeE uchun
[ y)—p(x)|<e

bo’lsa, u holda ¢(x) funksiya f(x,y) ning y — « dagi limit funksiyasi deyiladi.

Teorema. f(x,y) funksiya y —y, da limit funksiya ¢(x) ga ega bo’lib,
unga tekis yaqinlashishi uchun ixtiyoriy £>0 olinganda ham, x (xe[a,b]) ga
bog’liq bo’lmagan shunday &=6(¢)>0 topilib, |y—y,|<8, [y=y|<&
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy vy,y'e E hamda ixtiyoriy xe[a,b]
uchun

fy)—f(xy) <e

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Misol. Ushbu

f(x,y) =sin X
y
funksiya D = {(x, y)eR*:xeR0<y< +oo} to’plamda berilgan bo’lsin. y — -+ da
limit funksiyani toping va intilishi xarakterini tekshiring.
- . . X
lim fxy)=limsin—==0
y—>+00 y—>+00 y

ekanini ko’rish qiyin emas: ¢(x) =0

£ (%, y)—p(x)| = fsin 2| <[ X|< £ = y>m.
y £
ixtiyoriy £>0 ga kora A :m desak, u holda |y|>A tengsizlikni
&
ganoatlantiruvchi ixtiyoriy y uchun sin% <¢ bo’ladi. Bu yerda A= M
&

fagatgina & ga bog’lig bo’lmay x ga ham bog’liqdir. A ni x ga bog’ligmas

qilib olib bo’lmasligini ko’rsatishni  o’quvchiga havola etamiz. Demak,

qaralayotgan funksiya o’z limit funksiyasiga notekis yaqinlashadi.

18.2. Parametrga bog’liq integrallarning funksional xossalari
Teorema. f(x,y) funksiya y ning E to’plamdan olingan har bir tayin

giymatida x ning funksiyasi sifatida [a,b] oraliqda uzluksiz bo’lsin. Agar f(x,y)
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funksiya y »y, da o(x) limit funksiyaga ega bo’lsa va unga tekis yaqinlashsa,
u holda

b b
lim [ f (x y)dx = [ o(x)dx (2)

Y=>Yo a
bo’ladi.
Teorema. Agar f(xy) funksiya D={xy)eR?:xe[ab]yelcd]}
to’plamda uzluksiz bo’lsa, u holda

1(y) = | f(x y)dx

funksiya [c, d] oraliqda uzluksiz bo’ladi.

Teorema. f(x,y) funksiya D to’plamda berilgan va y o’zgaruvchining
[c,d] oraligdan olingan har bir tayin giymatida x o’zgaruvchining funksiyasi
sifatida [a,b] oraliqda uzluksiz bo’lsin. Agar f(x,y) funksiya D da f/(xy)
xususiy hosilaga ega bo’lib, y D da uzluksiz bo’lsa, u holda 1(y) funksiya
ham [c, d] oraligda 1'(y) hosilaga ega va ushbu

' =] f 0 y)ox (3)

munosabat o’rinlidir.
Teorema. Agar f(x,y) funksiya D= {(x, y)eR?*:xe[a,b],ye [c,d]}

d
to’plamda uzluksiz bo’lsa, u holda _[I(y)dy integral mavjud va

c

iﬁfﬂdmﬁw=iﬁfuym@m @

munosabat o’rinlidir.
Teorema. f(x,y) funksiya D to’plamda uzluksiz, «(y),s(y) funksiyalar

[c, d] da uzluksiz va a<a(y) < g(y) <b (5) tengsizlikni ganoatlantirsin. U holda

- B(Y)
L(y) = [ f(xy)dx

a(y)

funksiya ham [c, d] oraligda uzluksiz bo’ladi.
18.3. Leybnis formulasi

Teorema. f(x,y) funksiya D to’plamda uzluksiz, f/(x,y) Xususiy
hosilaga ega va D da uzluksiz, a(y),B(y) funksiyalar «'(y),#'(y) hosilalarga
ega va ular (5) shartni ganoatlantirsin. U holda 1(y) funksiya ham [c, d] oraliqda
hosilaga ega va
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Aly)
I(y) = f fy(X,y)dX+ﬂ‘(y)f(ﬂ(y),y)—a'(y)f(a(y),y) (6)

a(y)
munosabat o’rinlidir. (6) ga Leybnis formulasi deyiladi.
18.4. Parametrga bog’liq xosmas integrallar
f(x,y) funksiya D= {(x, y)eR%:xe[a+x),yeE R} to’plamda berilgan
bo’lib,

[fooy)dx, (yeE)

xosmas integral mavjud va chekli bo’lsin. Bu integral y ning qiymatiga bog’liq
bo’lib,

1(y) = | f(x y)dx

integral parametrga bog’liq (chegarasi cheksiz) xosmas integral deb ataladi.
Chegarasi cheksiz bo’lgan xosmas integral ta’rifiga ko’ra ixtiyoriy [a, A] da
(a< A< +o0)

A
L(AY) = [ £(x y)dx (7)
integral mavjud va

1(y) = [ £ y)ax=lim (A ). (8)

Demak, I(y) va I(Ay) funksiyalar (8) va (7) integrallar orgali aniglangan
bo’lib, 1(y) I(A y) funksiyaning A— +o dagi limit funksiyasidir.

Ta'rif. Agar A—+w0 da I(Ay) funksiya o’z limit funksiyasi 1(y) ga E
to’plamda tekis (notekis) yaginlashsa, u holda

1(y) = | f(x y)dx

integral E to’plamda tekis (notekis) yaqinlashuvchi deb ataladi.

Teorema (Koshi teoremasi). (8) integral E to’plamda tekis
yaginlashuvchi bo’lishi uchun ixtiyoriy ¢>0 olinganda ham, shunday
A=A(g) >0 topilsaki, A'>A,A">A tengsizliklarni ganoatlantiruvchi A’, A" va
ixtiyoriy ye E uchun

N
j f(x,y)dX| < &
J

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir.
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Tekis yaginlashishga tekshirish uchun Veyershtrass alomati: f(x,y) funksiya
D to’plamda berilgan.

1(y) = | f(x y)dx

integral mavjud bo’lsin.
Agar shunday ¢(x) funksiya topilib (x e[a,+)),
1) ixtiyoriy x e[a,+e) va ixtiyoriy y e E uchun f(x,y)<@(x) bo’lsa,

2) fgp(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda

1) = | 0 y)ox

integral E to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
Misol. Ushbu
J- rctgxy cR
1+ x?
integralni tekis yaginlashishga tekshiring.
Agar

|arctgxy| T
|1+x = 2(1+ x?)

ekanini hisobga olsak va ¢(x) =

deyilsa, u holda
2(1 x*)

bo’lgani uchun Veyershtrass alomatiga ko’ra berilgan integral R da tekis
yaqinlashuvchi bo’ladi.
18.5. Parametrga bog’liq xosmas integrallarning funksional xossalari

f(x,y) funksiya D to’plamda berilgan y, E to’plamning limit nugqtasi
bo’lsin.

Teorema. f(x,y) funksiya
1) y o’zgaruvchining E dan olingan har bir tayin giymatida x o’zgaruvchining
funksiyasi sifatida [a,+0) da uzluksiz,
2) y—y, da ixtiyoriy [a,A] (a<A<+w) oraligda ¢(x) limit funksiyaga tekis
yaqinlashuvchi bo’lsin.
Agar
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1) = | 0 y)ox

integral E to’plamda tekis yaginlashuvchi bo’lsa, u holda y—vy, da I(y)
funksiya limitga ega va

lim [ < y)ax = [pooax

Y=>Yo a a
munosabat o’rinli.
Teorema. f(x,y) funksiya D to’plamda uzluksiz va

1(y) = | f(x y)dx

integral [c, d] oraliqda tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda I(y) funksiya [c,d]
da uzluksiz bo’ladi.
Teorema. f(x,y) funksiya D to’plamda uzluksiz, f/(x,y) Xususiy

hosilaga ega va u ham D da uzluksiz bo’lib, y e[c,d] da
1) = | 1(x
integral yaqinlashuvchi bo’lsin. a
AgarTfy'(x, y)dx integral [c,d] da tekis yaginlashuvchi bo’lsa, u holda I(y)
funksiy; ham [c, d] oraligda 1'(y) hosilaga ega bo’ladi va
() = | 1%, y)dx

munosabat o’rinli.
Teorema. f(x,y) funksiya D to’plamda uzluksiz va

1) = | 0 y)ox

integral [c, d] oraligda tekis yaginlashuvchi bo’Isin. U holda 1(y) funksiya [c,d]

oraliqda integrallanuvchi va
d

[y = }ﬁf (x, y)dx}dy = T{ [fo y)dy}dx

munosabat o’rinli.
f(x,y) funksiya D= {(x, y)eR?:xe[aq+w)ye [c,+oo)} to’plamda berilgan bo’lsin.
Misol. Ushbu
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p 1
'[x"‘l In®=dx,p>p, >0
0 X
integralni tekis yaqginlashishga tekshiring.
Ushbu x=e™ (t<0) almashtirish natijasida integral jtqe‘ptdt ko’rinishga
0

keladi.

q
tre <
epot

+0 1q
bo’lib, I%dt integralga yaqinlashuvchi ekanini ko’rish mumkin. Demak,
e 0

0

Veyershtrass alomatiga ko’ra, berilgan integral tekis yaqinlashuvchi.
18.6. Eyler integrallari
1. Beta funksiya (I tur Eyler integrali).

1
Ushbu B(a,b) =jxa*l(1—x)b*1dx (a>0,b>0) integral beta funksiya yoki |
0

tur Eyler integrali deb ataladi.
Beta funksiyaning xossalari:

1. B(a,b) =B(b,a)
b-1
a+b-1
n-1 n-2 1
atn-1 a+n-2 " a+l

2. B(a,b)= B(a,b-1) (b>1a>0)

2°. B(a,n)= B(al), neN

3. B(a,l—a)=sinﬂa” (0<a<1)

11
4. B(E,E)—ﬂ'
2. Gamma funksiya (11 tur Eyler integrali).

Ushbu F(a):Tx“exdx (a>0) integral gamma funksiya yoki Il tur
0

Eyler integrali deb ataladi.
Gamma funksiya xossalari:

. . 1-2:3-...-(n=-1)
1. F(a)—lnlmn a(@a+1)..(a+n-1)

2. I'(a+1)=al(a)
2. Ir'(n+)=n
LI =r@)=1.

N
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3. I'(a) (0,+) da uzluksiz va barcha tartibdagi uzluksiz hosilalarga ega va

'™ (a) = j x*le*(nx)"dx  (n=1,2,...).
0

4. B(ab)= @70
I'(a+b)
5. I'(a)['(l-a)=B(al-a)=—" .
Sinarx

Xususan, a=% da (0<a<1).
r(1)=\/;.
=

Zal

6. I'(a)(a+ —)— r'(2a) (Lejandr formulasi).

Misol. Ushbu

integralni hisoblang.
x? =t almashtirish natijasida integral quyidagi ko’rinishga keladi:

+oo —t 1 +ool

——f—dt——je’t t 2dt = jtz "dt_—]“( )
Yugoridagi (5) munosabatdan foydalanib | =—\/; ekanini topamiz. Demak,

je dx =

N\ﬁ

Misol. Ushbu

sin ® xcos* xdx

o'—.m\-\a

integralni hisoblang.
sin x=+/t (t>0) almashtirish natijasida integral quyidagi ko’rinishga keladi:
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1 3 5

(sin 2 x)*(L—sin % x)2dx = %I(l—t)z t2dt =

0

Oy | N

S )
L Ju_t)z*.tfdt:zsf 7)-122)
2 2

29 2'2 r(6)
15 1 37
J— T 120 512

19—§. Karrali integrallar
19.1. Ikki karrali integral tariflari
f(x,y) funksiya (D)<= R? sohada berilgan bo’lsin. Bu sohaning PeT
bo’linishi va bu bo’linishlarning har bir kvadratlanuvchi (D,) (k=12,..,n)

bo’lagida ixtiyoriy (£,,7,) nugta olib,
O-:Zf(é:k’nk)Dk (1)
k=1

yig’indini tuzaylik, bunda D, —(D,) sohaning yuzi.

Odatda (1) f(x,y) funksiyaning integral yig’indisi yoki Riman yig’indisi
deb ataladi.

Ta'rif. Ixtiyoriy &>0 olinganda ham, shunday &>0 topilsaki, (D)
sohaning diametri 2, <5 bo’lgan har qanday bo’linishi hamda har bir (D,)
bo’lakdagi ixtiyoriy (&,,7,) nugtalar uchun

|0—||<5
tengsizlik bajarilsa, u holda funksiya integrallanuvchi va | songa f(x,y)
funksiyaning (D) soha bo’yicha ikki karrali integrali (Riman itegrali) deyiladi
vau

j j f (x,y)dD { j j f(x, y)dxdy]
(D) (D)

kabi belgilanadi.
Misol. Ushbu

[[xydD,  (D)={(x.y)eR*:0<x<10<y<1]
(D)
integralni yuqoridagi ta'rif yordamida hisoblang.
Ravshanki, f(x,y)=xy funksiya (D) da uzluksiz, demak u (D) da
integrallanuvchi bo’ladi. (D) sohani x:%, y:% (i,jzl,n—l) chiziglar
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yordamida bo’laklarga ajratamiz va har bir (D;) da (&.,7)= G%) deb
garaymiz. U holda
_n—ln—l _in—l_n—l__i.n(n_l).n(n_l) . _1
0_§j§f(§i’nj)Dij_n4 i=0|j=0J—n4 5 5 Inlﬂ’o]o'—4-

bo’ladi.
19.2. Darbu yig'indilari
f (x, y) funksiya (D) = R* sohada berilgan va chegaralangan bo’lsin. (D)
sohaning biror P bo’linishini qaraylik.
m, = inf {f(x, Y)}a M, =Sup {f(x, y)}

(x,y)eDy (x,y)eDy
lar yordamida
s:zn:mka, S:Zn:Mka
k=1 k=1
yig’indilarni tuzamiz. Odatda bu yig’indilar mos ravishda Darbuning quyi
hamda yuqori yig’indilari deb ataladi. (D) sohaning har bir bo’linishiga
nisbatan {s}, {S} to’plamlarning chegaralanganligini va s<o<S munosabat
o’rinliligini ko’rish qiyin emas.
Ta'rif.
sup{s}=1, inf{S}=1

miqgdorlar mos ravishda f(x,y) funksiyaning (D) sohadagi quyi ikki karrali
hamda yuqori ikki karrali_integrali deb ataladi.

Ta'rif. Agar f(x,y) funksiyaning (D) sohada quyi hamda yuqori ikki
karrali integrallari bir-biriga teng bo’lsa, u holda f(x,y) funksiya (D) sohada
integrallanuvchi, ularning umumiy giymati

f(x,y) funksiyaning (D) sohadagi ikki karrali integrali (Riman integrali)
deyiladi va

[J f(x,y)dD [ ] fx y)dxdy}

(D) (D)
kabi belgilanadi.
19.3. Ikki karrali integralning mavjudligi
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Teorema. f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo’lishi uchun,
ixtiyoriy >0 olinganda ham, shunday & >0 topilib, (D) sohaning diametri
A< bo’lgan har gqanday bo’linishga nisbatan Darbu yig’indilari

S(f)—s(f)<e
tengsizlikni ganoatlantirishi zarur va yetarli.

Teorema. Agar f(x,y) funksiya (D) sohada chegaralangan va bu
sohaning chekli sondagi nol yuzali chiziqlarida uzilishga ega bo’lib, qolgan
barcha nuqtalarida uzluksiz bo’lsa, funksiya (D) sohada integrallanuvchi
bo’ladi.

19.4. Ikki karrali integralning xossalari

1°. f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi va (D) sohaga tegishli
bo’lgan nol yuzali L chiziqdagi (L e (D)) giymatlarinigina o’zgartirishdan hosil
bo’lgan F(x,y) funksiya ham (D) sohada integrallanuvchi bo’lib,

”f(x, y)dD = ”F(x, y)dD

(D) (D)
bo’ladi.
2°. f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan bo’lib, (D) nol yuzali L chiziq
bilan (D,) va (D,) sohalarga ajratilgan bo’lsin.
[[ 100 y)dD = [[ £(x, y)dD, + |[ f(x,y)dD,
(D) (D) (D7)
munosabat o’rinli.
3°. Agar f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo’lsa, u holda
cf (x,y) (c=const) ham shu sohada integrallanuvchi va

Hc- f(x,y)dD=ch(x,y)dD

(D) (D)
formula o’rinli.
4°, Agar f(x,y) va g(xy) funksiyalar (D) sohada integrallanuvchi
bo’lsa, uholda f(x,y)+g(x,y) funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va

JITf 00y £ g(x yHD = [[ £ (x y)dD + [[ g(x, y)dD

(D) () (D)
formula o’rinli.

5° Agar f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo’lib, ixtiyoriy
(x,y) € (D) uchun f(x,y)>0 bo’lsa, u holda

Hf(x,y)dDzO
(D)

bo’ladi.
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6°. Agar f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo’lsa, u holda
| f(x,y)| funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va

j j f (x,y)dD

(D)

< [[|f (x, y)|dD

(®)
tengsizlik o’rinli.

7°. O’rta qiymat haqida teorema. Agar f(x,y) funksiya (D) sohada
integrallanuvchi bo’lsa, u holda shunday o’zgarmas son

u(mﬁué M.M = sup {fxy)hm=inf {f(x Y)}J

(x,y)(D) (x,y)e(D)
mavjudki,

H f (x,y)dD = D
(D)

formula o’rinli, bu yerda D (D) sohaning yuzi.

8°. O’rta giymat haqidagi umumlashgan teorema. Agar g(x,y) funksiya
(D) sohada integrallanuvchi bo’lib, u shu sohada 0’z ishorasini saglasa va
f(x,y) funksiya (D) sohada uzluksiz bo’lsa, u holda shunday (a,b)e (D)
topiladiki,

[J fxy)g(x,y)dD = f(a,b) [ g(x y)dD
(D) (D)

bo’ladi.
19.5. Ikki karrali integrallarni hisoblash
(D) soha ushbu

(D) = {(x y)eR*:a<x<h, ¢ (x)< yswz(x)},
(p,(x) eC[a,b]i=12)
ko’rinishda bo’lsin.
Teorema. f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan va integrallanuvchi
bo’lsin. Agar xe[a,b] da o’zgaruvchining har bir tayin qiymatida

?2(X)

1) = [ f(xy)dy

o (x)

integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu

b| ¢2(x)
j [ j f(x, y)dy]dx

al ¢ (x)

integral ham mavjud bo’ladi va
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b| 2(x)
[] f(x y)dD = j[ jf(x, y)dy}dx

(D) al e(x)

o’rinli.
Agar f(x,y) funksiya (D)={x,y)eR?:a<x<bc<y<d| sohada berilgan va
uzluksiz bo’lsa,
b| d d|{ b
[[ 0 y)dD = j { j f(x, y)dy}dx= j { j f(x, y)dx}dy
(D) alc cla
o’rinli bo’ladi.
19.6. Ikki karrali integrallarda o’zgaruvchilarni almashtirish

f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan va uning chekli karrali integrali

” f (X, y)dxdy
(D)

mavjud bo’lsin. Bu integralda o’zgaruvchini quyidagicha almashtiramiz:
X =(u,v) 2
{yzw(u'v)’(u,v)eAeR : (2

(2) quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
1°. (A) ni (D) ga o’zaro bir qiymatli akslantiradi.
2°. o(u,v),w(u,v) funksiyalar (A) sohada uzluksiz, barcha xususiy hosilalarga
ega va bu xususiy hosilalar ham uzluksiz.

f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan va uzluksiz bo’lib, (2) akslantirish

1°-2° larni ganoatlantirsin. U holda

j j f (x, y)dxdy = j j f (p(u, ), (u,v))[1 (u,v)|dudv (3)
) ()
x
formula o’rinli, bu yerda 1(u,v) :%z ‘?ﬂu 3 #0 (2) ning Yakobianidir.
ou ov
(3) formula ikki karrali integrallarda o’zgaruvchini almashtirish formulasi
deyiladi.
Misol. Ushbu

= (jﬂl—[gjm —[%T}dxdy

integralni hisoblang. Bu yerda

(D)={(x, y) > R? :xzo,yzo(fj +(lj gl}
a b

Quyidagi
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X
X _ e Y_us

a b
almashtirishni bajaramiz. Qaralayotgan sohaning obrazi quyidagicha bo’ladi:
(A)={u,v)eR?:u=0,v>0,u+v<1f

bo’ladi. Yakobiani esa:
I (U,V) — %abuZL/SV—Z/S

bo’ladi.
- ﬂ( 172 j]d o= [[ 222 0-u )y e -

(D) (a)

-1/3 —2/3 2ab
u duj(l u-v)-v-"dv= 9]

_ab 1411 (2 2.3
------ —F—:—ﬂab
2233 3)\3) 27

19.7. Uch Kkarrali integrallar

f(x,y,z) funksiya R® fazodagi chegaralangan (v) sohada berilgan
bo’lsin. (V) sohaning p bo’linishini garaylik. Bu bo’linishning har bir (v, )
(k=123..,n) bo’lagida ixtiyoriy (&,,7,,<, ) nugta olib, quyidagi

=%abj‘ (1 )4/3u71/3du —

0

O':Zri:f (‘fk’nk’é/k)vk

integral yig’indini tuzamiz.

Ta'rif. Ixtiyoriy ¢>0 olinganda ham, shunday &>0 topilsaki, (V)
sohaning diametri 1<& bo’lgan har qanday bo’linishda hamda har bir (v, )
bo’lakdagi ixtiyoriy (£,.,7,.<,) nugtalar uchun

|0'—||<g
tengsizlik bajarilsa, u holda I ga f(x,y,z) funksiyaning (v) bo’yicha uch
karrali integrali deyiladi va u

(oo | [f oo

(D] V)
kabi belgilanadi.
Endi (v) soha-pastdan z, =w,(x,y), yugoridan z, =y, (x,y) Sirtlar bilan,
yon tomondan Oz o’qiga parallel silindrik sirt bilan chegaralangan soha bo’lsin.
Bu sohaning Oxy tekisligiga proyeksiyasi (D) bo’lsin.
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Agar f(x,y,z) funksiya shunday (v) sohada uzluksiz bo’lib, z, =y, (x,y)
(i=12) funksiyalar (D) da uzluksiz bo’lsa, u holda

Iﬁf(x, y, z)dxdydz = ”(%ng)f (XY, z)dz}dxdy

) D)\ e (x)
bo’ladi.
Agar
(D) = {(X' Y)E R*:a<x< b,p,(X)<y< (DZ(X)}
bo’lib, ¢, (x) (i=12) funksiyalar [a,b] da uzluksiz bo’lsa, u holda

j_” f(X,y,z)dxdydz = W%ﬁ)[%(_f?(x, Y, z)dz}dy]dx
)

al g(x)\ e(x,y)
bo’ladi.
Misol. Ushbu

1
x> +y*+z2°=2az, x*+y’=1°, x2+y2:§z2

sirtlar bilan chegaralangan soha hajmini toping.
Ma’lumki, izlanayotgan hajm

V = HI dxdydz
)

formula orgali topilib, bunda (v) yuqorida berilgan sirtlar bilan
chegaralangandir.
Sferik koordinatalar sistemasidan foydalanamiz:

Vv :”jdxdydz mpzsin adpdpd 6

) (4)

0<r< 2acos€}

(A)z{(p,(p,@):OS(p<27r, %ses%,

7[

2z % 2acosé

V= Id J' in &do J.pzdp—lG—J.COS Gsin 6 =
T 5
ol

=16chos &d(cosf) = —27z a’(kub bir)

[=2]

20-§. Egri chizigli integrallar
20.1. Birinchi tur egri chizigli integral
AB egri chizigda f(x,y) funksiya aniglangan
bo’lsin. ®n A
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Bu egri chizigning P={A,,A,..A} bo’linishini va uning har bir
A A, ., Yoyida ixtiyoriy (¢.,7,) nugta (k=0212,..,n-1) olamiz. So’ng
quyidagi
S MICRUNTORNCh
yig’indini tuzamiz. AS, A ’Z‘k+1 yoyning uzunligi. Odatda (1) integral yig’indi
deyiladi.

Ta'rif. Agar 1, >0 da o yig’indi chekli limitga ega bo’lsa, u holda
f(x,y) funksiya AB egri chiziq bo’yicha integrallanuvchi, bu limit esa f(x,y)
funksiyaning birinchi tur egri chizigli integrali deyiladi va

.[ f(x,y)ds

AB

kabi belgilanadi:

[toands=lim 3 1 m s,

AB Ap—0 k=0
Integralning mavjudligi. Faraz gilaylik AB egri chizig ushbu

x=X(s), y=y(s) (0<s<S9) (2)
sistema bilan berilgan bo’lsin. Bunda s—AQ yoyning uzunligi Q =(x,y) e AB, S
esa ABning uzunligi.
Teorema. Agar f(x,y) funksiya AB egri chizigda berilgan va uzluksiz

bo’lsa, u holda bu funksiyaning AB bo’yicha birinchi tur egri chiziqli integrali
mavjud va

[ f0xy)ds :j f (x(s), y(s))ds

AB
bo’ladi.
Endi AB egri chiziq ushbu
x=g(t), y=y(t) (a<t<p) 3
sistema bilan (parametrik formada) berilgan bo’lIsin.
Teorema. Agar f(x,y) funksiya AB da berilgan va uzluksiz bo’lsa, u

holda bu funksiyaning AB bo’yicha birinchi tur egri chiziqli integrali mavjud
va

p
I f(x,y)ds= I f (o), w () - Vo' (1) + ' (t)dt (4)
bo’ladi.

20.2. Birinchi tur egri chizigli integralning xossalari
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1°. Agar AB=ACuUCB bo’lsa, u holda
[fOuy)ds= [ £(x y)ds+ [ F(x,y)ds
CB

AB AC
bo’ladi.
2°. Ushbu

j C-f(x,y)ds=C j f(x, y)ds (C-const)

tenglik o’rinli.
3°. Quyidagi
[l )£ gxy)s = [ £(x y)ds = [g(x, y)ds

AB
tenglik o’rinli bo’ladi.
4°. Agar ixtiyoriy (x,y)e AB da f(x,y) >0 bo’lsa, u holda

j f(x,y)ds >0
AB

bo’ladi.
5°. [f(x,y)| funksiya AB da integrallanuvchi va

[ f(x y)ds

< [|f(x y)ds

bo’ladi.
6°. Shunday (c,,c,)< AB nugta topiladiki,

Jf(x, y)ds= f(c,c,)-S

bo’ladi, S bunda AB ning uzunligi.
Integralni hisoblash. Egri chizigli integrallar Riman integrallariga keltirib
hisoblanadi. Bunda ko’pincha

B
[ fey)ds=[ f e ®ONe? O+ Odt  (5)

formuladan hamda quyida keltirilgan formulalardan foydalaniladi.
Aytaylik, AB egri chiziq ushbu

y=y) [(asxsb y@=-A yb)-8)

tenglama bilan aniglangan bo’lib, u holda
b
[ £0o0yds = £ (x, yO)L1+y? (x)dx (6)
AB a

bo’ladi.
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Endi AB egri chiziq ushbu
p=p6) (6,<0<6,)

tenglama bilan (qutb koordinata sistemasida) berilgan bo’lib, p(@) funksiya
[6,,6,] da uzluksiz p'(#) hosilaga ega bo’lsin. Agar f(x,y) funksiya shu AB
da berilgan va uzluksiz bo’lsa, u holda

0,
If(x, y)ds = j f(pcos@, psin G)/ p° + p?do (7)
AB

6
bo’ladi.
Misol. Ushbu
[@/x-3ly)ds

AB
integralni hisoblang, bunda AB tekislikning A=(-10), B=(0;1) nugtalarini
birlashtiruvchi to’g’ri chiziq kesmasi.
Ravshanki, A va B nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamasi
y=x+1
bo’lib, berilgan integral esa

y=x+1 -1<x<0

kesma bo’yicha olingan integral bo’ladi.

Unda (6) formulaga ko’ra
[(@3/x=3\y)ds = [ (43/x =3Jx+1)y/1+ (x+1)?dx

bo’ladi. Keyingi integralni hisoblaymiz:

3

.T(43{/§—3\/x +1)/2dx = ﬁ{& x% —2(x +1)2} =52

Demak,

[@/x-3y)ds =-5/2

20.3. Integralning ba’zi bir tatbiglari
1°. Tekislikda to’g’rilanuvchi AB egri chiziq berilgan bo’lsin. Uning
uzunligi ushbu

S= jds
AB
formula bilan topiladi.

2°. Tekislikda to’g’rilanuvchi AB egri chizig’i bo’yicha massa tarqatilgan
bo’lib, uning zichligi p = p(x,y) bo’lsin. Bu egri chizigning massasi
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m= [ p(x y)ds,
AB
og’irlik markazining koordinatalari esa

1 1
X, =— | X- p(X,y)ds,y, = — - o(X, y)ds
0 mAIB p(X, Y)ds, Y, mAIByp( y)

bo’ladi.
20.4. Ikkinchi tur egri chizigli integrallar

Integral ta'rifi. AB egri chizigning p={A,,A...A} bo’linishini va
uning har bir Ak'z‘k+1 yoyida ixtiyoriy (&.,7,) nugta olib funksiyaning shu

nugtadagi giymati  f(&.,n,) ni A A, , hing OX (OY) o’qidagi Ax (Ay,)
proyeksiyasiga ko’paytirib, quyidagi yig’indini tuzamiz:

a':nZ::f(tfk,nk)AXk (Unznz::f(fkank)Ayk)

Ta'rif. Agar 1, >0 da o' yig’indi (o" yig’indi) chekli limitga ega
bo’lsa, u holda f(x,y) funksiya AB egri chiziq bo’yicha integrallanuvchi
deyiladi. Bu limit f(x,y) funksiyaning ikkinchi tur egri chizigli integrali
deyiladi va
[ foayd (] fxy)dy)

AB

AB
kabi belgilanadi.
Integralning mavjudligi. Faraz gilaylik, AB ushbu
x=p(t), y=y(t) (ast<p)

sistema bilan berilgan bo’lsin.

Teorema. Agar f(x,y) funksiya AB egri chizigda berilgan va uzluksiz
bo’lsa, u holda bu funksiyaning AB bo’yicha ikkinchi tur egri chiziqli integrali
mavjud va

B B
[ £ y)dx= [ £ (p(0). 0 W) W)ct [ [ )y = [ (o). (t)dt}

bo’ladi.

Teorema. Agar P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar AB da berilgan va uzluksiz
bo’lsa, u holda bu funksiyalarning ikkinchi tur egri chizigli integrallari mavjud
va

PO y)dx+Q(x, y)dy = [[P(p(®). y (1)@ (©) + QLo (1), w (V) () it

bo’ladi.
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20.5. Integralning xossalari
1°. Ikkinchi tur egri chiziqli integrallar integrallash egri chizig’ining
yo’nalishiga bog’liq bo’ladi:
[ foeyde==[fxydx;  [Fexy)dy=—[1f(xy)dy.
BA AB

BA AB
2°. Agar AB egri chiziq OX (OY) o’qiga perpendikulyar bo’lgan to’g’ri
chizigq kesmasidan iborat bo’lsa, u holda

_[f(x,y)dx:o (If(x,y)dy:OJ

3°. Agar f(x,y) funksiya AB da integrallanuvchi bo’lib, AB=ACUCB
bo’lsa,
j f(x,y)dx = j f(x, y)dx + j f(x, y)dx
AB AC CB

bo’ladi.
4°. Agar f(x,y) funksiya AB da integrallanuvchi bo’lsa, u holda

JKf(x, yydx =k j f (x, y)dx

bo’ladi, bunda k =const .
5°. Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar AB da integrallanuvchi bo’lsa, u
holda

JLF 06y £ g0y Bx = [ Fxy)dxt [g(x,y)dx

AB AB
bo’ladi.
Misol. Ushbu
jyzdx+x2dy
integralni hisoblang, bunda AB egri chiziq %H))’_Z:l ellipsning yugori yarim
tekislikdagi gismidan iborat.

Bu ellipsning parametrik tenglamasini yozamiz:
X =acost

y =bsint
A=(a,0) nugtaga parametrning t=0 giymati B=(-a,0) nuqtaga esa t=r
giymati mos kelib, t parametr O dan ~ gacha o’zgarganda (x,y) nugta A dan B
ga garab ellipsning yugori yarim tekislikdagi gismini chizadi.
P(x,y)=y*, Q(xy)=x*
funksiyalar esa AB da uzluksiz.
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jyzdx + xzdy='[[b2 sin?t-(—asin t)+a? cos® t - bcost it =
AB 0

ab'[(acos3t—bsin *t)dt = —%ab2
0
20.6. Grin formulasi
Teorema. P(x,y) funksiya D (D=DuaéD) sohada berilgan va uzluksiz

bo’lsin. Agar bu funksiya D sohada uzluksiz W xususiy hosilaga ega
bo’lsa, u holda
P(x,y)
P(x, y)dx = — || ——==dxdy
| =5

bo’ladi.
P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar D da berilgan va uzluksiz. Agar bu funksiyalar

D da uzluksiz FPY) 2Q(KX.Y)
oy OX

quyidagi Grin formulasi o’rinli.

xususiy hosilalarga ega bo’lsa, u holda

[P0 yox+ Qe y)ay = [ (L) - FE gy

bo’ladi.

Teorema. Q(x,y) funksiya G sohada berilgan va uzluksiz bo’lsin. Agar

oQ(x,y)
OX

bu funksiya G sohada uzluksiz Xususiy hosilaga ega bo’lsa, u holda

[Quyay = [0 axay

bo’ladi.
Quyidagi tasdiglar o’rinli:

PO.Y) - REY) poisa 1y holda D sohaga tegishli

OX

bo’lgan har qanday K yopiq chiziq bo’yicha olingan integral
§P(x, y)dx+Q(x, y)dy =0

K

1°. Agar D sohada

bo’ladi.
2°. Agar D da tegishli bo’lgan har ganday K yopiq chiziq bo’yicha
olingan
integral uchun
§POx y)dx+Q(x, y)dy =0
K
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bo’lsa, u holda
[PCx,y)dx+Q(x, y)dy (AB<D)
AB

integral A va B nugqtalarni birlashtiruvchi egri chizigqa bog’liq bo’Imaydi.
3°. Agar ushbu

_[ P(x, y)dx + Q(x, y)dy (AB c D)

integral A va B nugqtalarni birlashtiruvchi egri chizigqa bog’liq bo’lmasa, u
holda
P(x, y)dx +Q(x, y)dy
ifoda D sohada berilgan biror funksiyaning to’liq differensiali bo’ladi.
4°. Agar
P(x, y)dx+Q(x, y)dy
ifoda D sohada berilgan biror funksiyaning to’liq differensiali bo’lsa, u holda
oP(x,y) _ 9Q(x, )
oy OX

bo’ladi.
Misol. Ushbu

:*:(3x2 +y)dx+(x—2y2)jy:0

k
tenglikning o’rinli bo’lishini isbotlang, bunda K egri chiziq uchlari (0;0), (1 0),
(0;1) nuqtalarda bo’lgan uchburchak konturdan iborat.
Berilgan integralda
P(x,y)=3x"+y, Q(xy)=x-2y’
bo’ladi.
Bu funksiyalar tekislikda uzluksiz hamda
Pxy) _ QY _y
oy OX
uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lib,
oP(x,y) _ 0Q(x.y)
oy OX
bo’ladi. Unda yuqoridagi 1°-tasdiqga binoan P(x,y)dx+Q(x,y)dy ning yopiq
kontur bo’yicha (berilgan uchburchak konturi bo’yicha) integrali nolga teng
bo’ladi:

:f(sz +y)dx+(x—2y2>iy:0

k
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20.7. Sirt integrali
Fazoda ushbu
z2=12(x,Y) (1)
tenglama bilan aniglangan (S) sirt berilgan bo’lsin. Bunda z(x,y) funksiya (D)
sohada ((D)cR?) berilgan funksiya bo’lib, u shu sohada uzluksiz
z,(x,y), z,(x,y) hosilalarga ega.
Ma’lumki, bunday sirt yuzaga ega bo’lib, u quyidagi

S= ﬂ\/1+ 7" (x,y) + z’i(x, y)dxdy
(D)

formula orgali hisoblanadi.
20.8. Birinchi tur sirt integrallari

Integral ta’rifi. f(xy,z) funksiya (s) sirtda ((S)< R®) berilgan bo’lsin.
Bu sirtning p bo’linishini va bu bo’linishning har bir (S,) bo’lagida
(k=12,.,n) ixtiyoriy (&.7.<.) nugtani olaylik. Berilgan funksiyaning
(&..1..<,) nugtadagi giymati f(&.,7,,<,) ni (S,) sirtning S, yuziga ko’paytirib,
quyidagi yig’indini tuzamiz :

O'Zkzril:f (fk’ﬂk1§k)sk (1)

Odatda (1) integral yig’indi deyiladi.
Ta'rif. Agar 4, -0 da f(xy,z) funksiyaning integral yig’indisi o

chekli limitga ega bo’lsa, f(x,y,z) funksiya (S) sirt bo’yicha integrallanuvchi
deyiladi. Bu yig’indining limiti | esa f(x,y,z) funksiyaning birinchi tur sirt
integrali deyiladi va

”f(x, y,z)ds

(S)
kabi belgilanadi:
IECSREET RGNS
20.9. | tur sirt integralining mavjudligi
Teorema. Agar f(x,y,z) funksiya (S) sirtda berilgan va uzluksiz bo’lsa,
u holda bu funksiyaning (S) sirt bo’yicha birinchi tur sirt integrali

” f(x,y,2)ds

(S)
mavjud va
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[ 100y, 25 = [] £x,y,20090) %1+ 27 (¢, ¥) + 72 (, y)dxdy (1)

) (D)
bo’ladi.

Teorema. Agar f(x,y,z) funksiya (S) sirtda berilgan va uzluksiz bo’lsa,
u holda bu funksiyaning (S) sirt bo’yicha birinchi tur sirt integrali

” f(x,y,2)ds

(S)
mavjud va

[ 1o y.2ds= [ £(x(v.2). y.2)x 1+ X (v.2) + X (v, 2)dydz
(s) (D)

bo’ladi.
20.10. | tur sirt integralining xossalari

1°. Agar f(x,y,z) funksiya (S) sirt bo’yicha integrallanuvchi bo’lib,
(S) =(S,)U(S,) bo’lsa, u holda

“. f(x,y,z)ds= ” f(x,y,z)ds+ ” f(x,y,z)ds

©) (1) (s2)
bo’ladi.

2°. Agar f(x,y,z) funksiya (S) sirt bo’yicha integrallanuvchi bo’lsa, u
holda cf (x,y,z) ham (c = const ) shu sirt bo’yicha integrallanuvchi bo’ladi va

”c- f(x,y,z)ds=c-”f(x,y,z)ds

(S) 8)
tenglik o’rinli bo’ladi.

3°. Agar f(x,y,z) va g(x,vy,z) funksiyalarning har biri (S) sirt bo’yicha
integrallanuvchi bo’lsa, u holda f(x,y,z)+g(x,y,z) ham shu sirt bo’yicha
integrallanuvchi bo’lib,

H[f (X,¥,2) £ g(x,y,z)]ds = 'U f(x,y,z)ds+ ”g(x, y,z)ds

(S) (S) (S)
bo’ladi.
Misol. Ushbu

”|xyz|ds

(S)
integralni hisoblang, bunda (S) sirt quyidagi z = x* +y* aylanma paraboloidning
z=0,z =1 tekisliklar orasidagi gismi.
Ravshanki, bu (S) sirtning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi
(D) = {(x, y)eR? x> +y? Sl}

doiradan iborat bo’ladi.
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(3) formuladan foydalanib topamiz:

H|xyz|ds = mxy(xz + yz)‘1/1+ 2,7 + 2,7 dxdy = J.J.(x2 + y2)|xy|\/1+ 4(x"% +y'?)dxdy
)

(D) (D)

Ikki karrali integralni hisoblashda quyidagi almashtirishni bajaramiz:
X=pCoS@,y = psin @ 0<p<10<p<27)

Natijada

[+ y2)|xy|\/1+ a(x”+ Y dxdy =
(D)

2(1 1

. 12515 -1
4 (pcos - psin - p?1+ 2) dp=2(p° - J1+4p*dp =
![! 0-psin - p* 1+ p* Jpdp o !p prdp ===

bo’ladi. Demak,
_ 125{5-1
”|xyz|ds = 120
(S)
20. 11. Integralning ba’zi bir tatbiglari

1°. (S) sirtning yuzi
S =”ds

()

formula bilan topiladi.
2°. Agar (S) sirt bo’yicha zichligi p(x,y,z) bo’lgan massa tarqatilgan
bo’lsa, unda (S) sirtning massasi

m = ”p(x, y,z)ds
(5)

bo’ladi.

3°. (S) sirtning og’irlik markazining koordinatalari

X, :%ﬂ Xp(x,y,2)ds , vy, :%H yo(x,y,2)ds, z, :%H zp(X,y,z2)ds
©) (8) )

bo’ladi.

4°, (S) sirtning Ox, Oy, Oz koordinata o’qglariga nisbatan inertsiya
momentlari mos ravishda ushbu

I, = J‘J-(Z2 +y)p(xy,z)ds, 1, = H(xz +y2)p(x,y,z)ds, |, = ”(22 +x2)p(x, Y, 2)ds
(S) (S)

formulalar bilan topiladi.
(S) sirtning Ox, Oy, Oz koordinata tekisliklariga nisbatan inertsiya
momentlari mos ravishda quyidagicha bo’ladi:

Ixy :I'[ZZP(X, Y, Z)dS, Ixz =”yzp(X, y,Z)dS, Iyz ZI'[XZp(X, Y, Z)dS,
(S) (S) ©
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20.12. Ikkinchi tur sirt integrallari

Integral ta'rifi. f(x,y,z) funksiya (S) sirtda berilgan bo’lsin. Bu
sirtning p bo’linishini va bu bo’linishning har bir (S,) bo’ligida (k =12,...,n)
ixtiyoriy (£,,7,.¢,) nugtani olaylik. Berilgan funksiyaning (&,7,.<,) nugtadagi
f(£.7,.<.) giymatini Oxy (Oyz, Ozx ) tekislikdagi proyeksiyasi (D,) ((D;), (D}))
ning yuziga ko’paytirib, quyidagi integral yig’indini tuzamiz :

Uzzn:f (é:k’nklgk)'Dk

(a'=i f (& &) D'k,ff”=if(fk"7w¢k)Dl)

Ta'rif. Agar 4, -0 da f(xy,z) funksiyaning integral yig’indisi o
(c',0") chekli limitga ega bo’lsa, f(x,y,z) funksiya (S) sirtning tanlagan
tomoni bo’yicha integrallanuvchi deyiladi. Bu yig’indining limiti 1 esa (1',1"),
f(x,y,z) funksiyaning (S) sirtning tanlangan tomoni bo’yicha ikkinchi tur
integrali deyiladi va u

(S) (S) (S)

J'J. f(x,y,z)dxdy (” f(x,y,z)dydz, J.J‘ f(x Y, z)dzdx}
kabi belgilanadi:
] 0y ixay=lim 3 f (&o70¢0) D,

(9) Ap—0 k=1

(ﬁf(x, y.2)dydz = lim Y f (& 60D [ 1% y,z)dzdx=|imif(§k,nk,ék)D;j

(s) A0 k=1 (s) 40 k=L
20.13. Il-tur sirt integralning mavjudligi
Teorema. Agar f(x,y,z) funksiya (S) sirtda berilgan va uzluksiz bo’lsa,
u holda bu funksiyaning (S) sirt bo’yicha olingan ikkinchi tur sirt integrali

” f(x,y,z)dxdy
(s)

mavjud va

H f(x,y,z)dydz = H f(x(y,2),y,2)dydz
(s) (D)

bo’ladi.
20.14. Integralning xossalari

1°. Funksiyaning (S) sirtning bir tomoni bo’yicha olingan ikkinchi tur
sirt integrali, funksiyaning shu sirtning ikkinchi tomoni bo’yicha olingan
ikkinchi tur sirt integralidan fagat ishorasi bilan farq giladi.
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2°. f(x,y,z) funksiyaning yasovchilari Oz o’qiga parallel bo’lgan
silindrik (S) sirt bo’yicha ikkinchi tur sirt integrali
_U f(x,y,z)dxdy
)
uchun

ﬂ f(x,y,z)dxdy=0
)

bo’ladi.
Integralni hisoblash. Ikkinchi tur sirt integrallari ikki karrali integrallarga
keltirib hisoblanadi:

[[ 00y, 2ydxdy = [[ £(x,y,2(x, y)dxdy, (@)
(s) (S)

[[ 00y, 2)dydz = [[ £ (x(y.2),y,2)dydz,  (2)
(S) (S)

j j f(x,y,z)dzdx = j j f(x,y(z,x),z)dzdx. (3)
(S)

Misol. Ushbu
2 2
H (X—z + y_2 + kz]dxdy
a~ b
©)
integralni hisoblang, bunda (S) sirt
X2 y2 22
a—2 + b—z + C—2 = 1
ellipsoidning z=0 tekislikdan pastda joylashgan qismi bo’lib, integral shu
sirtning pastki tomoni bo’yicha olingan.

Ma’lumki, (S) sirtning tenglamasi

X2 y2
Z=—C l—g—b—z

va uning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi
XY
(D) :{(X, y) S R2 ¥+b_zgl}
bo’ladi.
(1) formuladan foydalanib,
X2 y2 _ X2 y2 X2 y2
ELJ;(?+b_2+kz]dXdy_-ﬁ(?+b_2_kC1’l_a_z_b_z dxdy
bo’lishini topamiz. Integral (S) sirtning pastki tomoni bo’yicha olinganligi
sababli sirt integrali minus ishora bilan olinadi.
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Endi

2 2 2 2
H —+— kc,/l———y— dxdy= “ kcw/l———y—z—x—z—y dxdy
B) a’ b? D) b> a® b?

ikki  karrali integralni hisoblaymiz. Bu integralda o’zgaruvchilarni
X =apcose,y =bpsin ¢ kabi almashtirib topamiz:

[ i 2 = { i o

(1 ke (1-p?)2 p* ke 1
—ab || [keon1= p? = p® ldpde = 27ab —XE.E=P )" P | 5[ KE_2 ),
!Q o\1—p pjpdqo , (3 4}

Demak,
2 2
”(X—Z + y—z + szdxdy= 27 - ab(g - lj :
oLa- b 3 4
20.15. Birinchi va ikkinchi tur sirt integrallari orasidagi bog’lanish
(S) sirtda P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,2) funksiyalar berilgan bo’lsin. Unda
ushbu

” P(x,y, z)dydz +Q(x, Yy, z2)dzdx + R(X, y, z)dxdy =
)

= H[P(x, y,z)cosa +Q(x,y,z)cos B+ R(X,Y,z)cosy]ds
(S)

formula o’rinli bo’ladi.
20.16. Stoks formulasi

Stoks formulasi sirt bo’yicha olingan integral bilan shu sirtning chegarasi
bo’yicha olingan egri chiziqli integralni bog’lovchi formuladir.

Fazoda ikki tomoni silliq (S) sirt berilgan bo’lib, uning chegarasi o(S)
esa bo’lakli-silliq egri chizigdan iborat bo’lsin. (S) sirtda P(x,y,z), Q(x,Y,z),
R(x,y,z) funksiyalar aniglangan. Bu funksiyalar (S) da uzluksiz hamda barcha
argumentlari bo’yicha uzluksiz xususiy hosilalarga ega. U holda ushbu

j: P(x,y,2)dx+Q(X,Yy,z)dy + R(x,y,z)dz =

a(s)

] {@—@}dxdy{ﬁ—@}dw {@—@}d zdx
HLox oy oy O 0z OX

formula o’rinli bo’ladi. Odatda bu Stoks formulasi deyiladi.
Birinchi va ikkinchi tur sirt integrallarini o’zaro bog’lovchi formuladan
foydalanib, Stoks formulasini quyidagicha ham yozish mumkin:
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:fP(x, y,2)dx+Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz =

a(s)

Hﬂﬁ_@}ma+(@—%jcosﬂ+(@—@}:os;f}ds
HL\oy oz 07  OX ox oy

Misol. Ushbu

(1)

j:(y +2)dX + (z + x)dy + (x + y)dz

integralni hisoblang, bunda k yopiq chizig.

x=asin’t,y = 2asintcost,z =acos’t (0<t<2xr)

ellipsdan iborat.
Bu integralni Stoks formulasidan foydalanib hisoblaymiz.
Ma’lumki,

P=y+z, Q=z+X, R=x+y

bo’lib,
PP R R R R

bo’ladi. (3) formulaga binoan

if(y+ 2)dXx+ (z + x)dy + (x+ y)dz =

k

[[[t=1)cos & + (1-1)cos B+ (1-1)cos y s = 0

bo’ladi.
20.17. Ostrogradskiy formulasi

Fazoda, pastdan z=g¢ (x y)tenglama bilan aniglangan silliq (S,),
yugoridan z=¢,(x,y) (@.(xY)<e,(xy)) tenglama bilan aniglangan silliq (S,)
sirtlar bilan, yon tomonlaridan esa Oz o’qiga parallel bo’lgan silindrik (S,) sirt
bilan chegaralangan (v) sohani garaylik. (v) da R(x,y,z) funksiya aniglangan
va uzluksiz bo’lib, (V) da uzluksiz

OR(X,Y,2)
oz
xususiy hosilaga ega bo’lsin. U holda
'[\'/[Sf —8R(>;Zy, ) dXdde:Z[S'[R(x, y, z)dxdy (1)

bo’ladi, bunda (S) sirt (V) jismni o’rab turuvchi sirt.

Xuddi shunga o’xshash (V) jism hamda P(x,y,z), Q(x,y,z) funksiyalar
tegishli shartlarni ganoatlantirganda

174



[ =22 Dy = [[ P,y ez, 2
) (5)

[ 2%Y D gxgyez - [[Qex,y, dxez - (3)
V) oy )
formulalar o’rinli bo’ladi
Aytaylik, (v) jism yuqgoridagi (1), (2), (3) formulalarni o’rinli bo’lishida
qo’yilgan shartlarni bajarsin.

”J.(ap aQ aRdedydz_” P(x, Y, z)dydz +Q(x, Yy, z)dzdx + R(x, y, z)dxdy

V) )
bo’ladi. Bu Ostrogradskiy formulasi deyiladi.

Birinchi va ikkinchi tur sirt integrallarini o’zaro bog’lovchi formuladan
foydalanib, Ostrogradskiy formulasini quyidagicha ham yozish mumkin:

jﬂ(ap Q. aRdedydz —”[P(x y,z)cosa +Q(X, Y, z)cos S+ R(x,y,z)cosy]ds  (4)
©)

Misol. Fazodagi (V) jismning hajmi

V= %”(XCOSO!+ y oS 3+ 2¢os y)ds
©)

bo’lishini isbotlang, bunda (S) sirt (V) jismni o’rab turgan sirt, cosa,cos f3,cosy
lar (S) sirt tashqi normalining yo’naltiruvchi kosinuslari.

Ostrogradskiy formulasining (4) ko’rinishidan foydalanib topamiz:

EU; (xcosa +ycos B+ zcosy)ds = J(.\J:)I (5 + % + Z—dedydz = BHI dxdydz

Ma’lumki,

I” dxdydz =V
)

bo’ladi. Shuni e’tiborga olib, yuqoridagi tenglikdan
\Y ——”(XCOSa+ y Cos 3+ zcos y)ds

3%
bo’lishini topamiz.

21-§. Furye qatorlari
21.1. Furye gatori tushunchasi

f(x) funksiya [-7,z] da berilgan va shu oraligda integrallanuvchi bo’lsin.

Ravshanki, f(x)cosnx, f(x)sinnx (n=123,...) funksiyalar ham [-z,z] da
integrallanuvchi bo’ladi. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
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a, = 1 ]E f (x)dx,
72. -
a, = 1 .T f (x)cosnxdx, (n=12,3--"), (1)
4 -

qzlju@mnmx(mﬂzam)
72.—71'

Ta'rif. Ushbu

%, i(an oS NX + b, sin nx) (2)

n=1

funksional qator [-z,7]da berilgan f(x) funksiyaning Furye gatori deyiladi.
a,,a,,b,,---a,b,,--- sonlar f(x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari deyiladi.
(2) qator f(x) funksiyaning Furye qatori bo’lishi quyidagicha yoziladi:

f(x)~ a—2° + i(an cosnx + b, sin nx)
n=1

Agar f(x) juft funksiya bo’lsa, u holda uning Furye koeffitsiyentlari
a, :E]a f(x)cosnx, (n=123,...)
4 0

b, =0 (n=123...)

n

bo’lib, Furye qatori esa

a o0
f(x)~—=>+> a,cosnx
n=1

bo’ladi.
Agar f(x) toq funksiya bo’lsa, u holda uning Furye koeffitsiyentlari
a,=0,(n=123,--")

b, :EI f(x)sinnxdx (n=2123,-")
T

0

bo’lib, Furye qatori esa
f(x)~ ibn sin nx
n=1

bo’ladi.
21.2. [-1,1] oraligda berilgan funksiyaning Furye qatori

f(x) funksiya [-1,1] da (I>0) va shu oraliqda integrallanuvchi bo’lsin.
Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
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|
a, :I}_[f(x)cosnl—ﬂxdx (n=12,.),
-l

|
b, :%If(x)sin ”I—”xdx (n=12,.).
|

Ta'rif. Ushbu

a > nrz . Nz
?°+Z(an Cos ==X+ b, sin ij

funksional qator [-1,1] da berilgan f(x) funksiyaning Furye gatori deyiladi.
a,,a,,b,,---a,b,,--- sonlar Furye koeffitsiyentlari deyiladi.
(2) gator f(x) funksiyaning Furye qatori bo’lishi quyidagicha yoziladi:
f(x)~a—2°+i(an cosnl—”x+bn sin nl—”xj

Misol. Ushbu
f(x)=x? (-zr<x<n)
juft funksiyaning Furye gatorini yozing.
Yugoridagi (1) formulalardan foydalanib, berilgan funksiyaning Furye
koeffitsiyentlarini topamiz:

a, = EIXZdXEﬂz :
Ty 3

a T

4 ]
—— | Xsin nxdx =
o Nmy

, Sin nx

27, 2
a, =—Ix cosnxdx = —x
Ty T n

4 [( cosnx)
=—— || =x
nr n

Demak, f(x)=x* funksiyaning Furye gatori

X

2

+ [ cos nxdx} )" (n=123..)
n
0

0

2 ©
x2~7[—+2(—1)" izcosnx
3 = n

bo’ladi.
21.3. Furye gatorining yaqinlashuvchiligi

Teorema. 2z davrli  f(x) funksiya [-z,z] da bo’lakli-
differensiallanuvchi bo’lsa, u holda bu funksiyaning Furye gatori

%, Zﬂl(an cos nx + b, sin nx)

n=1

[- 7, 7] da yaginlashuvchi bo’lib, x e(-7,z) da
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f(x+0)+ f(x-0) =&+Z(an cosnx + b, sin nx)
2 2 =
bo’ladi.

x=xz bo’lganda f(x) funksiya Furye qatorining yig’indisi

%[f(—ﬂ+0)+ f(r—0)]

ga teng bo’ladi.

Teorema. Agar 2z davrli f(x) funksiya [-7,z] da uzluksiz, bo’lakli-
differensiallanuvchi va

f(-z)=f(x) bo’lsa, bu funksiyaning Furye qatori
[- 7, ] da yaqinlashuvchi bo’lib,

0

f(x)= a?O +(a, cosnx +b, sin nx)
bo’ladi.
Misol. Ushbu

f (x) = cosax
funksiyani Furye gatoriga yoying.

Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini hisoblaymiz:

(0<a<1)

27 sin arz
a, :—jcosaxdx= 2
7[0 ar

an:gjcosax-cosnxdx:lj[cos(a+n)x+cos(a—n)xdx=(—1)”- 2a__ sinax
7[0 7[0

Demak, berilgan funksiyaning Furye gatori

sinar 2asinar< (-1)"
cosax ~ + Z (2 )
ar ar

> COSNX
nad —n

bo’ladi. Qaralayotgan funksiya yuqoridagi teoremaning shartlarini bajaradi.
Shuning uchun f(x) =cosax funksiya Furye gatoriga yoyiladi:

sinaz 2asinar& (1"
coS ax = + >

ar ar 2

2COSI’]X.
n:la —Nn
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Ba’zi funksiyalar grafiklari

0 =
y = x* parabola. y =x* kubik parabola. y = % giperbola.
>
¥V = secx ¥V = Cos 80X
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y =secXx va Yy =cosecx funksiya grafiklari
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y= iz kasr funksiya grafigi
X

hg

-t

2 X =t°
y = x® bunda , Nelya parabolasi.
y

UT |

y= Jx parabola (yuqori bo’lagi)

y?=x° bunda

y= > Anyezi zulfi

1+ X

0 \
=t?
e yarim kubik parabola
y =

=

J ?}-

y= 3/x kubik parabola




y=¢" va y =e " ko’rsatkichli funksiyalar grafigi r = a(l+ cos ¢) kardioida
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arcCcos X
arccos X

X

¥
yalar grafiklari

arccos x teskari trigonometrik funks
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arcsin X

tgx va y =ctgx tangesoida va kotangensoida
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y =arctgx va y = arcctgx teskari trigonometrik funksiyalar grafiklari

y =chx va y = shx giperbolik funksiyalar
grafiklari
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sikloida

X =a(cost +tsint), X =a(t—sint),
y = a(l-cost).

Aylana evolventasi .
y = a(sin t —tcost).

X =acos’t, 2 22
_ bunda x3 +y? =a? Giposikloida (x* +y?)? =a’(x* —y®) bunda
y =asin’t.
(astroida) r’ = a”cos2¢ Bernulli Lemniskatasi
Vi
B
b
A A
0 a I3
BI‘
2 2 X = acost,
X—2+y—2=1 bunda ) llips
a® b y =bsin
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