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FREE VIBRATION OF THREE-LAYER SHALLOW SPHERICAL SHELLS

Abstract: The paper establishes the similarity of the problem of vibrations of a flat
membrane with the problem of free vibrations of a three-layer spherical shell with rigidly
fixed edges and bounded by straight lines. The paper proves that a three-layer flat curved
spherical shell can be reduced to the theory of a single-layer spherical shell based on
linear vibrations, strength theory and the most common manifestations of boundary
conditions.

Keywords: spherical shell, wave scattering, free vibration, stress, strain, boundary
conditions, strength theory.
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Annoramus: Ushbu maqolada tekis membrananing tebranishlari hagidagi masala
hamda to‘g‘ri chizigli kesmalar bilan chegaralangan, chetlari mahkamlangan uch
gatlamli sferiksimon qobigning erkin tebranishlari muammolari orasidagi o xshashlik
o ‘rnatilgan. Magolada chizigli tebranishlar, mustahkamlik nazariyasi va chegaraviy
shartlarning eng ko ‘p targalgan ko ‘rinishlari asosida uch gatlamli tekis egilgan sferik
gobigni bir qatlamli sferik qobiq nazariyasi ko ‘rinishiga keltirish mumkinligi
isbotlangan.

Kanur cy3nap: sferik qobiq, to Igin tarqgalishi, erkin tebranish, kuchlanish, chastota,
deformatsiya, chegaraviy shartlar, mustahkamlik nazariyasi.

CBOBOJHOE KOJEBAHUE TPEXCJOWHBIX COEPHUYECKHUX
OBOJIOYEK MEJIKOI'O 3AJIOKEHHHU A

JcanoB Hypuanun KypoanoBuu
PhD, npenooasamens
byxapckuti 2cocyoapcmeeHtblil yHUBepcumem

Aamyparos lllakar HapnyiaTosuu
[Ipenonasarens,
Tepmesckuii rocy1apCTBEHHbIN YHUBEPCUTET

Kypaes Ykramxon HlaBkaTtoBuu
PhD, craprmii npemnoaaBaTelib
depraHCKuii HOJUTEXHUYECKAY UHCTUTYT

AHHOTanus: B pabome ycmanosieHo cxo0cmeo 3a0aiu 0 KoaeOaHusx niocKoll
MeMoOpanwvl ¢ 3a0adeli 0 c60O0OHBIX KOIEOAHUSIX MPEXCAOUHOU chepuyeckoli 000a104KuU C
HCECKO 3AKPENJIeHHbIMU KPAAMU U OSPAHUYEHHOU NpAMbIMU JuHuUAMU. B pabome
O00KA3AHO, YMO MpPexCcIOUHAas NA0CKAs UCKPUBNIEHHAS chepuiecKdas 00010YKa ModHcem
ObIMb NpuUsedeHa 8 Mmeopuro 0OHOCIOUHOU chepuyeckol 000104KU HA OCHOBE JIUHEUHbIX
KONeOaHul, meopuu HNPOYHOCMU U Hauboiee pPACNPOCMPAHEHHBIX NPOsGIEeHUl
CPAHUYHDBIX YCTLOBUIL.

KiaioueBble cioBa: cgepuueckas o0b6onouxka, paccesinue 80jH, CB0OOOHOE
Konebanue, HanpsdiceHue, oeghopmayusl, SpaHUdHbIe YCIL08UsL, Meopusi NPOYHOCHIU.

Qobigning tuzilishi, qalinligi bo’yicha simmetrik bo’lmagan hisoblanadi,
gatlamlarning materiallari izotropik bo’lib, ularning Puasson koeffisientlari 0’zaro teng
bo’ladi. To’ldiruvchining ko’ndalang siqilishi hisobga olinmaydi. Muammoni hal
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gilishda [2] maqgolaning (1-4) tenglamalaridan foydalanamiz. Bu tenglamalar quyidagi
ko’rinishda bo’ladi:
Bi(1-v?%)

V2ir2y = - V2w, (1)
D;(1—v?
V2[(DV? — 2Gh)p — D;V?w] =0, V2 !% vz — ZGh])( =0, (2)
1
D,V2V%w — D;V2V2%¢ + 2 V2 + TViw — A%2w = 0. (3)

Bu yerda y,w- kuch va buralish funktsiyalari; ¢, y- ko’ndalang kesish
funktsiyalari; 4> = mw?; T - maydon birligiga to’g’ri_keladigan barcha gatlamlarning
massasi; e - tebranish chastotasi.

Berilgan tenglamalar sistemasida [2] chegara shartlaridan foydalanib X =

Z—;’::O, kritik “kuchlanishlarni va erkin tebranishlarning chastotalarini aniglashda

ko’ndalang kesishdan hosil bo’lgan buralish deformatsiyani tavsiflovchi y funktsiyasi
uchun (2) tenglama boshga tenglamalar bilan bog’lig emasligi ko’rsatilgan.

Yuqoridagiga ko’ra, bu masalada ko’rsatilgan funktsiya giymatlari nolga teng
bo’lishi mumkin, ya’ni, y = 0 [1].

Yugorida ko’rib o’tganimizdan fargli ravishda, x ning chegara shartlarida,
momentlar uchun chegaraviy shartlar bajarilganda ushbu funktsiyaning Kkritik
kuchlanishlarining giymatlariga yoki tebranish chastotalariga mos kelishi mumkin.

Qobiglar uchun mos keluvchi chegara shartlari w, ¢, u, ¥, shu funktsiyalarga
go’yilgan shartlarga bog’ligligi sababli, mumkin bo’lgan birinchi yaginlashishni bog’lig
emas deb olib, umuman y = 0 va asosiy sistema ¥, ¢, w funksiyalar uchun uchta
tenglamadan iborat bo’ladi. ¥ va w funksiyalar uchun konturda quyidagi shartlar
bajarilishini e’tiborga olib,

YE) =0, =0, w(s)=0 (4)
ifodaga ega bo‘lamiz.

(1) tenglamani integrallash natijasida biz quyidagilarni olamiz:

_2
\721/) = %W + I3. (5)

Chegaraviy shartlardanI'; = 0.

(5) ni (3) ifodaga qo’yib, birinchi tenglamani (2) integrallash orgali ifodalasak
quyidagi tenglamalar sistemasini olamiz:

D,V?@ — D3V?*w — 2Ghe = 0 (6)

D,V?V?w — D;V2V2¢p + TV?w — 2> w = 0, )

A*w = (A% — B;(1 —v?):R?).
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Agar funktsiyalar uchun chegara shartlari shakl bo’yicha bir-biriga to’g’ri kelsa
(erkin tayanch, sirg’aluvchi sigilgan, erkin tayanch va sigilishning kombinatsiyasi va
boshgalar), u holda sistemaning echimini (6”) shaklda izlash mumkin. Buni hisobga olgan
holda, (6) tenglamalarni quyidagicha yozish mumkin

V2w —uw =0, V2V%w + T, V?w — 22w = 0, (7)
bu erda
p=Ax2Gh:(AD; — D3), A% = A%:(D, — AD3), @)
T, = T: (D, — AD3)

Endi biz (7) ifodadagi ikkinchi tenglamaning yechimiga birinchisining yechimini
Kiritishini talab gilamiz.

(7) dagi ikkinchi tenglamayechimini quyidagi shaklda izlaymiz:

Viw + 6w = 0. 9)
Bu bizga ikkita tenglamani beradi:
Viw+ 6w =0, V?w+6,w=0. (10)
(7) tenglamalar yechimlarining mos kelishi sharti quyidagi tengliklar bilan
ifodalangan.
U= =061 Yyoki pu=—0, (11)

Yugoridagi (11) tengliklar ixtiyoriy A parametrni-aniglashga xizmat qgiladi.

Shunday qilib, (11) shart bajarilganda, ixtiyoriy yupga sferik gobiq va yassi
plastinkaning erkin tebranishlari masalasini yechish bir gatlamli sferik gobiqg uchun hizga
ma’lum bo’lgan tenglamani echishga keltiriladi.

V272w + TyV2w — 23w = 0. (12)

Yugorida ko’rilgan usul yordami bilan aniq masalalarni echishda, (11) shartga olib
keladigan A parametri uchun kubik tenglamalarni hisoblashda ma’lum bir giyinchiliklar
keltirib chigarishi mumkin. Bu giyinchiliklarni quyida keltirilgan ~usul bilan hal gilish
mumkin.

Misol tarigasida aylana bilan chegaralangan yupga gatlamli sferik gumbazning o°q
bo‘yicha simmetrik tabranishlarini ko‘rsak bo‘ladi. Qutb koordinatalar sistemasida T;=0
ga mos keladigan tenglama (12) bo’ladi.

V2V2w — 22w = 0. (13)

va o, = A, o, = —A; sferani tekis sigilganini ko’rib chigaylik. Chegaraviy
shartlar quyidagi ko’rinishga ega:
r=a bo'lhanda W=d—W=O, q):d—(pzo, @ _
dr ar ar
bu erda a — sferik qobigni chegaralovchi aylana radiusi.
w uchun chegaraviy shartlar bajarilsa, ¢ = Aw munosabati sababli ¢ shartlari

avtomatik ravishda bajariladi.

L.-H: License type supported CC: Attribution 4.0 International (CC BY 4.0)
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Anigroq aytganda, cho’zish energiyasi darajasini hisobga oladigan i funktsiyasi
uchun shart bajarilmaydi. Birog, bu holat natijalarga sezilarli ta’sir ko’rsatmaydi, chunki
sfera uchun chegara shartlarining bajarilishi fagat egilish energiyasi darajasida aks etadi.

Chegaraviy shartlar (14) uchun (13) tenglama bilan aniglangan eng Kkichik
tebranish chastotasi parametri A, ga teng.

A =P, B =1054/a?. (15)
(8), (11), (13) va (15) ifodalardan foydalanib, biz parametrni quyidagicha topamiz.
Mos ravishda tebranish chastotasi parametrini quyidagicha yozish mumkin.
A? =B;(1-v®):R% +
+B%[B(D.D, — D3) + 2GhD,]: (D, 5+ 2Gh).
Bu formula [2] maqoladagi o’xshash formulaga to’lig mos keladi.
Xulosa qilib shuni ta’kidlaymizki, bu erda ishlab chigilgan usul hech ganday

0’zgarishsiz sayoz sferik gobigning mustahkamligi bo’yicha chizigli muammolarni hal
qgilish uchun kengaytirilishi mumkin.
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