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Аннотация: в настоящей статье приведены основные свойства поля значений 
линейных операторов в комплексном гильбертовом пространстве. 
Рассматривается линейная, ограниченная и самосопряженная 2х2 операторная 
матрица А, действующая в прямой сумме двух гильбертовых пространствах. 
Элементами исследуемой операторной матрицы являются линейные ограниченные 
одномерные интегральные операторы с вырожденным ядром. Найдены все 
собственные значения и кратность этих собственных значений операторной 
матрицы А. Описаны ее поля значений. 
Ключевые слова: линейный оператор, поля значений, операторная матрица, 
интегральный оператор, собственное значение, кратность. 
 

FIELD OF VALUES OF A 2x2 OPERATOR MATRIX WITH ONE 
DIMENSIONAL INTEGRAL OPERATORS 

Boboeva M.N.1, Merajov N.I.2 
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Abstract: in the present paper the main properties of the field of values of a linear operators 
acting in the complex Hilbert space are presented. The linear, bounded and self-adjoint 2x2 
operator matrix A, acting in the direct sum of two Hilbert spaces is considered. The 
elements of the investigated operator matrix are the linear one dimensional integral 
operators with generated kernels. All eigenvalues and the multiplicity of these eigenvalues 
of the operator matrix A are found. Its field of values is described. 
Keywords: linear operator, field of values, operator matrix, integral operator, eigenvalue, 
multiplicity. 
 

УДК 517.984 
 

Пусть H  комплексное гильбертово пространство. Рассмотрим линейный 
оператор  HHA :  с областью определения HAD )( . Если оператор A  

ограничен, то HAD )( . Множество 

 1),(:),(:)(  xADxxAxAW  

называется поля значений оператора A . Очевидно, что поля значений )(AW  
является подмножеством комплексной плоскости и геометрические свойства 
множества )(AW  дает некоторые информации о линейном операторе A .  

Изучение поля значений линейного оператора в комплексном гильбертовом 
пространстве является одним из основных методов при исследовании местоположения 
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спектра линейных операторов. Это понятие впервые введено в работе [1] и доказано, что 
поля значений матрицы содержит все ее собственные значения.  

Ради удобства для читателей сформулируем некоторых свойств поля значений 
линейного оператора [2,3]. Через )( , )(p   и )(app   соответственно 

обозначим, спектр, точечный спектр и аппроксимативно точечный спектр линейного 
оператора. Поля значения линейного оператора есть выпуклая множества (Теорема 
Тёплица-Хаусдорфа). Кроме, того RAW )(  тогда и только тогда, когда 

*AA . Если A  самосопряженный оператор и  MmAW ,)(   для некоторых 

RMm , , то  MmA ,max . Если  MmAW ,)(  . Тогда 

)(, AMm  . Имеет место включении )()(p AWA   и )()(app AWA  . 

Поля значений некоторых 2х2 операторных матриц исследованы в работах [4,5]. 
Через ];[2 L   обозначим гильбертово пространство квадратично-

интегрируемых (комплексно-значных) функций, определенных на ];[  . Пусть 

}2,1],;[:),{(:];[ 221
)2(

2  iLfffL i  . 

Напомним, что скалярное произведение двух элементов ),( 21 fff   и 

),( 21 ggg   из ];[)2(
2 L  определяется выражением 













dssgsfdssgsfgf )()()()(),( 2211 , 

а норма элемента ),( 21 fff   определяется как 













dssfdssff 2
2

2
1 |)(||)(||||| . 

Рассмотрим матричный оператор T , действующий в гильбертовом пространстве 

];[)2(
2 L  как

 

,:
2221

1211
















TT
TT

T  

где матричные элементы ];[];[: 22   LLTij , 2,1, ji  

являются одномерными интегральными операторами: 








dssfstxtxfT jijjijij )()()())(( , 2,1, ji . 

Здесь )(ijt  - вещественно-значная непрерывная функция на ];[  , функции 

)(iit  четные, а )(ijt , ji   нечетные функции. При этом операторная матрица T  

является ограниченным и самосопряженным оператором в ];[)2(
2 L . 

Спектральные свойства 22  и 33  операторных матриц, действующих в 
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обрезанных подпространствах пространство Фока исследованы в работах [6-25]. А в 
работе [26] описано точечный спектр одной 33  операторной матрицы с 
интегральными операторами. 

Рассмотрим уравнение 0Tf . Так как подпространство вектор-функций 

),( 21 fff  , координаты которых удовлетворяют условии 

0)()( 






dssfst jij  

имеет размерность, равную бесконечности, число 0  является бесконечно 
кратным собственным значением оператора T . 

Пусть теперь 0 . Тогда уравнение на собственное значение fTf   
записывается как система уравнений 

)()()()()()()( 12122111111 xfdssfstxtdssfstxt 








 


; 

)()()()()()()( 22222212112 xfdssfstxtdssfstxt 








 


. 

Простые рассуждения показывают, что число 0  является собственным 
значением оператора T  тогда и только тогда, когда 

0)||||||||)(||||)(||||( 2
21

2
12

22
22

2
11  tttt  . 

Здесь мы использовали тот факт, что для }2,1{, ji  функции )(iit  четные, а 

)(ijt , ji   нечетные функции. Видно, что числа 2
111 |||| t , 2

222 |||| t , 

|||||||| 21123 tt   и |||||||| 21124 tt   являются собственными значениями 

оператора T . Кроме, того эти собственные значения являются простыми, т.е. 
однократными. Таким образом, операторная матрица T  имеет чисто точечный 
спектр. Точнее 

||}||||||,||||,||||,0{)()( 2112
2

22
2

11 ttttTT p  ; 

}0{)( Tess , ||}||||||,||||,||||{)( 2112
2

22
2

11 ttttTdisc  . 

Причем, для 2,1k  собственная векор-функция )(kf  соответствующий 

собственному значению k  имеет вид: 

)0),(( 111
)1( xtcf  , ))(,0( 222

)2( xtcf  , 21,cc -ненулевые комплексные 
числа. 

Аналогично, для 4,3k  собственную векор-функцию )(kf  соответствующий 

собственному значению k  можно найти через функции )(12 t  и )(21 t . 
Основным результатом настоящей работы является следующая теорема. 
Теорема. Для поля значений оператора T  имеет место равенство 
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]||}||||||,||||,||max{||||,||||||[)( 2112
2

22
2

112112 ttttttTW  . 
Из указанных фактов следует, что 

)()()()( TWTTT discess   . 
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