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ANNOTATSIYA

Ushbu magqolada arkfunksiyalar haqida ma’lumotlar, arkfunksiyalar qatnashgan
sodda tenglamalar va tengsizliklarning yechimlari jadvali hamda ularni yechish usullari
bayon qilingan. Keltirilgan usullar yordamida yechilgan tenglama va tensizliklardan
namunaviy misollar yechimi bilan berilgan.
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ABSTRACT

In this paper we provide an information about arcfunctions, a table of solutions of
simple equations and inequalities involving arcfunctions and ways to solve them.
Sample examples of equations and inequalities solved using the given methods are
presented with the solution.
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KIRISH

“Trigonometriya” atamasi grekcha “trigono” - uchburchak va “metrio” —
o‘lchayman so‘zlaridan olingan bo‘lib, birgalikda “uchburchakni o‘lchash” ma’nosini
anglatadi. Arkfunksiyalar — bu trigonometrik funksiyalarga teskari matematik
funksiyalar bo‘lib, ba’zida doiraviy funksiyalar yoki teskari trigonometrik funksiyalar
deb ham ataladi. Trigonometrik funksiyalar o‘zaro bir qiymatli bo‘lmaganligi uchun
ularning teskarisini faqatgina qisqartirilgan sohada aniqlash mumkin. Masalan, sinus
funksiyasi [z /2; /2] oraliqda o‘zaro bir qiymatlidir.

Arkfunksiyalarga odatda oltita funksiya kiradi:

arksinus (belgilanishi: arcsin);

arkkosinus (belgilanishi: arccos);
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arktangens (belgilanishi: arctg; xorij adabiyotlarida arctan kabi belgilanadi);

arkkotangens (belgilanishi: arcctg; xorij adabiyotlarida arccot yoki arccotan
kabi belgilanadi);

arksekans (belgilanishi: arcsec);

arkkosekans (belgilanishi: arccosec; xorij adabiyotlarida arccsc).

Arkfunksiya nomi mos trigonometrik funksiyaga “ark™ qo‘shimchasini qo‘shish
bilan hosil bo‘ladi, bunda ‘“arc” atamasi grekcha yoy ma’nosini bildiradi.
Arkfunksiyaning geometrik qiymatini kesmaga mos keluvchi birlik doira yoyi uzunligi
(yoki bu yoyga mos keluvchi burchak) bilan bog‘lash mumkin. Ba’zida xorij
adabiyotlarida arksinus uchun sin™', arkkosinus uchun cos™ va hakazo belgilashlar
ishlatiladi. Bu biroz noqulay belgilashdir, chunki buni funksiyani -1 darajaga ko’tarish
deb ham tushinish mumdkin.

Ma’lumki, arkfunksiyalar mavzusi akademik litsey va kasb hunar kollejlarining
ikkinchi bosqichidan boshlab o‘qitiladi. Biz ushbu maqolada arkfunksiyalar gatnashgan
tenglama va tengsizliklarni yechishning qulay usullariga to‘xtalib o‘tamiz. Bunday
tenglama va tengsizliklarni yechish murakkabroq bo‘lib, ko‘p hollarda ular noan’anaviy
usullar, matematika bo‘yicha qo‘shimcha bilimlar yordamida yechiladi. Bunday
tenglama va tengsizliklarning yechimini topish ko‘pchilik o‘quvchilarda qiyinchilik
tug‘diradi va ularga tegishli uslubiy yordam kerak bo‘ladi.

Ushbu maqolada arkfunksiyalar uchun sodda tenglama va tengsizliklarlarning
yechimlari jadvali, turli usullar bilan yechiladigan tenglama va tengsizliklardan
namunalar keltirilgan.

ARKFUNKSIYALAR QATNASHGAN TENGLAMALAR
O‘quvchi arkfunksiyalar qatnashgan tenglamalarni yechish uchun quyidagi
ma’lumotlarga ega bo‘lishi zarur:

. T T
arcsinx + arccosx = E; arctgx+ arccigx = E;

V4 : T V4 /4
Y <arcsinx < E; 0<arccosx<rm;, — 5 <arctgx < E; 0<arcctgx<r.

Agar | x|<1 bo‘lsa, u holda sin(arcsin x)=x, cos(arccosx)=x tengliklar, agar
x € R bo‘lsa, u holda g (arctgx) = x, ctg(arcctgx) = x tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

Quyidagi jadvalda teskari trigonometrik funksiyalar uchun sodda tenglamalarning
yechimlari to‘plami keltirilgan (bunda 4 ¢ R):

Tenglama turi Tenglama yechimlari
arcsinx=a  (Jlal<7/2) x =sina
arcsinx=a  (la[>x/2) %
arccosx = a 0<La<n) X =cosa
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arccosx =a (a¢l0,7]) %)
arctgx=a (al</2) x=iga
arctgx=a (a>7/2) %
arcctg x =a O<a<n) xX=ctga
arcctg x=a (a 2 (0,7)) %

Faraz qilaylik, P(-)—biror ratsional funksiya, y(-)—esa biror teskari

trigonometrik funksiya bo‘lsin. Ushbu p(y,(x)) = 0 ko’rinishdagi tenglama quyidagi
y(x) =y,

sodda tenglamaga keltiriladi. Bu yerda y, —soni pP(¢) = 0 tenglamaning yechimlari.

1-misol: Ushbu tenglamani yeching:

2arcsin’ x —arcsinx —6 =0.

Yechish: Bu tenglamani yechishdan oldin P(t)=2t> —t -6, y(x) = arcsinx
ekanligini e’tirof etamiz. Hosil bo‘lgan kvadrat uchhad j =2,y =-15 nollarga
egadir. Shu sababli berilgan tenglama quyidagi ikkita sodda tenglamalarga ajraladi:

arcsin x = 2, arcsin x =—1,5-
Bunda 2> z, |-1,5< 7 bo‘lganligi uchun berilgan tenglama yagona x — —sinl,5
2 2

yechimga egadir.

Endi teskari trigonometrik funksiyalarni o‘z ichiga olgan murakkabroq
tenglamani yechishga doir misol garaymiz.

2-misol: Ushbu tenglamani yeching:

) ) T
arcsinx + arcsin2x = E . (1)

Yechish: y noma’lumning gabul giladigan qiymatlar to‘plami [_l;l] oraliqdir.
2°2

arcsin 2x = &, arcsin x = £ belgilashlarni kiritib, quyidagini hosil gilamiz:

sina =2x, a €[- /2;7/2];

, 2)
sinff=x, fe[-n/6;7/6].
Yangicha belgilashlarda (1) tenglama ushbu ko’rinishda yoziladi:
a+,8:§ @azg—ﬁ. 3)

(2) shartlardan ¢ va 7 _ B burchaklar [—7/2; /2] oraliqqa tegishli ekanligi kelib
3

chigadi. Demak (3) tenglama ushbu tenglamaga ekvivalent:
sina = sin(% -f) & 2x= sin%cosﬂ — sinﬂcos%. 4)
Ushbu
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sin® B+cos’ =1
tenglikda (2) shartlar hisobga olinsa,
cosf=~1-x’

kelib chigadi. Demak, (4) tenglamani ushbu ko‘rinishda yozish mumkin:

2x:§\/l—x2—§ & 4x=3V1-x"—x & 5x=+3V1-x>.

So‘nggi tenglamaning ikkala qismini kvadratga ko‘tarib, bu irratsional
tenglamaning yagona

1 /3

2\7

yechimini topamiz. x ning topilgan bu qiymati berilgan (1) tenglamaning yechimidir.

Agar tenglamada turli arkfunksiyalar yoki bitta arkfunksiya turli argumentlar
bilan gatnashsa, u holda tabiiyki tenglamaning har ikkala tomonini biror trigonometrik
funksiyaga ta’sir ettirib berilgan tenglamani unga ekvivalent bo‘lgan tenglamaga
keltirish mumkin. Agar trigonometrik funksiya sifatida tangens yoki kotangens
tanlansa, u holda bu funksiyalarning aniqlanish sohasiga kirmaydigan yechimlar qolib
ketishi mumkin. Shu sababli tenglamaning har ikkala qismining tangensini yoki
kotangensini hisoblashdan oldin dastlabki tenglamaning bu funksiyalarning aniglanish
sohasiga kirmaydigan yechimlari yo‘q ekanligiga ishonch hosil qilish kerak. Bunday
usul bilan yechiladigan tenglamaga misol keltiramiz.

3-misol: Ushbu tenglamani yeching:

arcsin6x + arcsin6/3x = —% . )

Yechish: (5)-tenglamada arcsin6+/3x ni tenglamaning o‘ng tomoniga o‘tkazamiz
va hosil bo‘lgan tenglamaning har ikkala tomonini sinusinu hisoblaymiz:

sin(arcsin6x) = sin(—% — arcsin6\/§x)
yoki
6x = —cos(arcsin/108x)
yoki

6x =—/1-108x"> .
Ko‘rinib turubdiki, bu tenglik x < (0 bo‘lgandagina o‘rinli bo‘lishi mumkin. Har ikkala
tomonini kvadratga ko‘tarib 144x? =1 tenglamani hosil qilamiz. Ko‘rinib turibdiki

x = i% sonlari bu tenglamaning yechimlari bo‘la oladi. x <0 shartga asosan x = R

ildiz (5) tenglamaning yechimi bo‘ladi.
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Arkfunksiyalar argumentida o‘zgaruvchini saqlovchi ba’zi tenglamalar berilgan
tenglamaning o‘ng va chap tomonlarining umumiy aniqlanish sohasida ayniyatni hosil
qiladi. Bunday tenglamalarni yechish jarayoni bu funksiyalarning aniqlanish sohasini
topish bilan tugatiladi.

Quyidagi tenglamani yuqorida bayon qilingan usuldan foydalanib yechamiz.

4-misol: Ushbu tenglamani yeching:

2arccos x = arcsin( 2xv/1—x7) . (6)
Yechish: y =arccosx funksiya ta’rifiga ko‘ra
x=cosy, O0=Zy<unr, |x|<1
ni hosil qilamiz. x uchun topilgan bu ifodani (6) ning o‘ng tomoniga qo‘yib
arcsin( 2 cos ysin y) = arcsin(sin 2y)

ni hosil qilamiz. y = arcsin x funksiyaning ta’rifiga ko‘ra

arcsin(sin2y) =2y, (= <y<Z)
4 4
tenglik o‘rinlidir. Shunday qilib, (6) tenglamaning chap tomoni barcha y €[0, %] lar

uchun uning o‘ng tomoniga tengdir. Dastlabki o‘zgaruvchilarga qaytib x e [7 ;1] ni

hosil gilamiz.

ARKFUNKSIYALAR QATNASHGAN TENGSIZLIKLAR

Arkfunksiyalar gatnashgan tengsizliklar ayniy (shartsiz) yoki shartli bo‘lishi
mumkin. Ayniy tengsizliklar isbotlanadi, shartli tengsizliklar esa yechiladi. Agar
tengsizlikda qatnashgan noma’lumlarning mumkin bo‘lgan qiymatlarida berilgan
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, unga ayniy tengsizlik deyiladi. Arkfunksiyalar gatnashgan
tengsizliklarni yechish deganda noma’lumning bu tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan barcha
qiymatlar to‘plamini topish tushiniladi.

Shuni ta’kidlab o‘tish lozimki o‘quvchi arkfunksiyalar qatnashgan tengsizliklarni
yechish uchun quyidagi ma’lumotlarni bilishi zarur:

1. y=arcsinx funksiyaning aniqlanish sohasi [-1;1], qiymatlar sohasi esa

[-7/2;7/2]. Bundan tashqari, y =arcsin x funksiya [—1;1] da o‘suvchidir.

2. y=arccosx funksiyaning aniqlanish sohasi [—1;1], qiymatlar sohasi esa [0;7].
Bundan tashqari, y =arccosx funksiya [—1;1] da kamayuvchidir.

3. y=arctgx funksiyaning aniqlanish sohasi R, qiymatlar sohasi esa (-7 /2;7/2).
Bundan tashqari, y =arctgx funksiya R da o‘suvchidir.

4. y=arcctgx funksiyaning aniqlanish sohasi R, qiymatlar sohasi esa (0;7x)

Bundan tashqari, y =arcctgx funksiya R da kamayuvchidir.
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6.

7.
.oarcclge > arcclgy = @<y .

p<y
arccos > arccosyy <y <1 .
o =>-1
(p>y
arcsing > arcsiny <y > —1.
p<I

arctge > arcigy < Qe >y .

Arkfunksiyalar uchun eng sodda tengsizliklarning yechimlari quyidagi

jadvalda keltirilgan.

Tengsizlik turi

Yechimlar to’plami

. Va
arcsinx > a (| al< Ej

x € (sin a;1]

. T
arcsinx < a (| al< Ej

x e[-1;sma)

arccosx >a (0<a<r)

x €[-1;cosa)

arccosx<a (0<a<r)

x € (cosa;l]

arctgx>a (| al< j

x € (tga;+ o)

arctgx< a (| al J

x € (—o0; 1ga)

arcctgx>a (0<a<r)

x € (—o0; ctga)

arcctgx<a (0<a<r)

x € (ctga;+ o)

Arkfunksiyalar qatnashgan tengsizliklarning umumiy ko ‘rinishi

R(y) > 0 kabi bo‘ladi, bu yerda R(-)-biror ratsional funksiya, y esa biror

arkfunksiya (bu yerda arcsinx, arccosx, arctgx , arcctgx ) nazarda tutilmoqda.

Yugorida keltirilgan jadvaldan foydalanib quyidagi arkfunksiyalar gatnashgan

tengsizlkilarni yechamiz.

foydalanamiz: arccosx >% tengsizlikdan 0 < % < ekanligini hosil gilamiz. Shuning

5-Misol: Ushbu tengsizlikni yeching.

T
arccosx > g .

Yechish: Berilgan tengsizlikni yechish uchun yuqorida keltirilgan jadvaldan
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uchun yechim [— l;cos%) oraliqqa tegishli bo’ladi. Bundan esa {— l;gj yechimga

ega bo‘lamiz. Demak, berilgan dastlabki tengsizlikni yechimi x € {— 1;?} dan iborat

ekan.
Faraz qilaylik, P(-)—biror ratsional funksiya, y(-) —esa biror arkfunksiya bo’lsin.

Ushbu P(y(x)) >0 ko’rinishdagi tengsizlik quyidagi y(x)=¢ belgilash yordamida
ushbu p(r)>0 sodda tenglamaga keltiriladi. So‘ngra topilgan yechimda belgilash

inobatga olinib dastlabki tengsizlikning yechimi topiladi.
6-misol. Ushbu tengsizlikni yeching?

arcctg >x — Sarcctgx +6 >0 (7)
Yechish: Quyidagicha belgilashni kiritamiz: arcctgx = y hamda (7) tengsizlikni
quyidagicha yozib olamiz: y* —5y+6>0. Yuqoridagi tengsizlikni (y—3)(y—2)>0

y>3
y<2

hosil bo‘ladi. Topilgan bu ifodalarni (7) tengsizlikka qo‘yamiz:
{arcctgx >3

ko‘rinishda yozib olamiz, bundan esa

arcctgx <2
tengsizliklarga mos yechim (ctg2;+ o) va (—oo; ctg3). Bu yechimlarni birlashtirib (7)
masalaning yechimini topamiz: (—o0; ctg3) U (ctg2;+ ).

Agar tengsizlikda turli arkfunksiyalar yoki bitta arkfunksiya turli argumentlar bilan
gatnashsa, u holda tabiiyki tengsizlikning har ikkala tomonini biror trigonometrik
funksiyaga ta’sir ettirib berilgan tengsizlikni unga ekvivalent bo‘lgan tengsizlikga
keltirish mumkin. Agar trigonometrik funksiya sifatida tangens yoki kotangens tanlansa,
u holda bu funksiyalarning aniqlanish sohasiga kirmaydigan yechimlar qolib ketishi
mumkin. Shu sababli tenglamaning har ikkala qismining tangensini yoki kotangensini
hisoblashdan oldin dastlabki tengsizlikning bu funksiyalarning aniqlanish sohasiga
kirmaydigan yechimlari yo‘q ekanligiga ishonch hosil qilish kerak. Bunday usul bilan
yechiladigan tengsizlikga misol keltiramiz.

7-misol. Ushbu tengsizlikni yeching?
arcsinx > arccosx (8)
Yechish: Berilgan tengsizlikda x ning qabul qilishi mumkin bo‘lgan barcha
giymatlari x €[-1;1] bo‘ladi. Endi (8) tengsizlikka teng kuchli bo‘lgan quyidagi
tengsizliklarni qaraymiz:
sin(arcsin x) > sin(arccos x) <> x >+1—x" . 9)
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(9) tengsizlikka teng kuchli bo‘lgan quyidagi tengsizlikni qaraymiz:
2x% >1
{ ¥l (10)

x>0

(10) va x ning qabul qilishi mumkin bo‘lgan qiymatlar bilan birgalikda (8)
tengsizlikning yechimlar to‘plami x (%, 1} bo‘lishini hosil gilamiz.

XULOSA

O‘quvchilar maqolada keltirilgan arkfunksiyalar haqidagi fikr-mulohazalar,
yechimlar jadvali hamda tenglama va tengsizliklarni yechish usullardan foydalanib shu
mavzuga oid masalalarni yechish bilim va ko‘nikmaga ega bo‘ladilar. O‘quv
mashg‘uloti davomida o‘quvchilarning qiziqishlarini orttirish maqgsadida turli
zamonaviy pedagogik texnologiyalardan foydalanish tavsiya etiladi [1-24]. Bundan
tashqari maqolada keltirilgan usullardan foydalanib zamonaviy matematikaning bir
qator masalalarini tadqiq qilish mumkin [25-30].
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