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Аннотация: Ушбу мақолада n -тартибли операторли матрицалар учун 

блок сонли тасвир тушунчаси ўрганилган ва унинг асосий хоссалари 

келтирилган. Квадратик ва кубик сонли тасвирларни ҳисоблаш формулалари 

баён қилинган. 
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Abstract: In this paper the notion block numerical range for the operator matrix 

of order n  is studied and its main properties are given. Formulas for the quadratic 

and cubic numerical ranges are described. 
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Гильберт фазосидаги чизиқли операторлар учун сонли тасвир тушунчаси 

операторлар спектрал назариясининг муҳим тушунчаларидан биридир. Бу 

назариядан бизга яхши маълумки, чизиқли операторнинг спектри комплекс 

сонлар тўпламининг қисм тўплами бўлади. Бундан ташқари, агар берилган A  

чизиқли оператор чегараланган бўлса, у ҳолда унинг спектри маркази ноль 

нуқтада ва радиуси |||| A  га тенг ёпиқ доирада сақланади. Шу ўринда табиий 

савол пайдо бўлади: чизиқли операторнинг спектрини ўзида сақловчи ҳамда 

маркази ноль нуқтада ва радиуси |||| A  га тенг ёпиқ доирадан кичикроқ тўплам 

мавжудми? Чизиқли операторлар учун сонли тасвир тушунчаси бундай хоссага 

эга тўпламлардан бири эканлигини унинг қуйида баён қилинган хоссалари 

орқали кўриш мумкин. 

Фараз қилайлик, H  - комплекс Гильберт фазоси ва HHA →:  - чизиқли 

оператор бўлиб, HAD )(  унинг аниқланиш соҳаси бўлсин. Ушбу 
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}1||||),(:),{(:)( == xADxxAxAW  

тўпламга A  операторнинг сонли тасвири дейилади. Умумий ҳолда )(AW  

тўплам очиқ тўплам ҳам ёпиқ тўплам ҳам бўлмайди. )(AW  очиқ тўплам 

бўладиган, ёпиқ тўплам бўладиган ҳамда очиқ ҳам ёпиқ ҳам бўлмайдиган 

чизиқли операторларга кўплаб мисоллар келтириш мумкин. Аниқланишига 

кўра )(AW  тўплам комплекс сонлар тўпламининг қисм тўплами бўлиб, )(AW  

тўпламнинг геометрик хоссаларидан фойдаланиб A  оператор ҳақида маълумот 

олиш мумкин. 

Сонли тасвир тушунчаси биринчи маротаба [1] сонли матрицалар учун 

киритилган. Унда матрицанинг сонли тасвири унинг барча хос қийматларини 

сақлаши ва бундай тўпламнинг чегараси қавариқ чизиқ бўлиши исботланган. 

[2] ишда эса )(AW  нинг қавариқ тўплам эканлиги исботланган. Кейинчалик [3] 

ишда чизиқли чегараланган оператор ҳам бундай хоссага эга бўлиши ва унинг 

спектри сонли тасвир ёпиғи )(AW  тўпламда ётиши кўрсатилган. 

H  Гильберт фазосида таъсир қилувчи чизиқли чегараланган A  оператор 

сонли тасвирининг баъзи хоссаларини санаб ўтамиз. 

1) ||}||||:{)( ACAW =  ; 

2) )}(:{*)( AWAW =  ; 

3) }1{)( =IW , бу ерда I  орқали H  Гильберт фазосидаги бирлик оператор 

белгиланган. Умумий ҳолда, ихтиёрий  ,  комплекс сонлари учун 

 +=+ )()( AWAW  

тенглик ўринлидир. Бунда C  комплекс сони ва C  тўплам учун 

}:{:},:{: =+=+ wwww   

муносабатлар ўринли. 

4) Агар *AA=  бўлса, у ҳолда RAW )(  бўлади. 

5) Агар Hdim  бўлса, у ҳолда )(AW  компакт тўплам, яъни 

чегараланган ва ёпиқ тўплам бўлади. 

6) Агар HHTS →:,  унитар эквивалент операторлар бўлса, у ҳолда 

)()( TWSW =  тенглик ўринли бўлади. 

7) A  операторнинг )(AW  сонли тасвири учун спектрал муносабатлар деб 

аталувчи хоссани қаноатлантиради: 

)()(),()( AWAAWAp   . 

Шуни алоҳида таъкидлаб ўтиш жоизки, агар чизиқли операторнинг 

спектри иккита кесишмайдиган тўпламларнинг бирлашмасидан иборат бўлса, у 

ҳолда сонли тасвир спектрнинг жойлашув ўрнини етарлича тавсифлай олмайди. 

Юқоридаги каби ҳолатларда спектрнинг жойлашув ўрнини янада аниқроқ 
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аниқлаш мақсадида [4] мақолада квадратик сонли тасвир тушунчаси 

киритилган. Ўқувчига қулайлик учун бу тушунчанинг таърифини келтирамиз 

ва баъзи хоссаларини санаб ўтамиз. 

Фараз қилайлик 
21 HHH =  ва )(HLA  бўлсин, бу ерда 

1H  ва 
2H  лар 

Гильберт фазолари. У ҳолда A  операторни ҳамиша  









=

2221

1211

AA

AA
A  (1) 

2-тартибли операторли матрица кўринишида тасвирлаш мумкин [5], бу 

ерда ijij HHA →: , 2,1, =ji  матрицавий элементлар чизиқли чегараланган 

операторлар. 

A  блок операторли матрица учун квадратик сонли тасвир тушунчасига 

таъриф берамиз. 
i),(   ва 

i||||   лар орқали мос равишда 
iH , 2,1=i  Гильберт 

фазолардаги скаляр кўпайтма ва нормаларни белгилаймиз. 

Таъриф. Қуйидаги 

Hfff
ffAffA

ffAffA
Af =








= ),(,

),(),(

),(),(
: 21

2222222121

1121211111
 

матрицанинг барча хос қийматлари тўпламига )(HLA  блок 

операторли матрицанинг (1) кўринишига мос квадратик сонли тасвир 

дейилади, бунда 1|||| =iif , 2,1=i  ва )(2 AW  каби тасвирланади, яъни 

HfffAAW fp
if ii

==
==

),(),(:)( 21
2,1,1| || |

2  . 

Таъкидлаб ўтиш жоизки, H  Гильберт фазосининг турли ёйилмаларига мос 

келувчи квадратик сонли тасвирлар турлича бўлиши мумкин. Квадратик сонли 

тасвирнинг айрим хоссаларини баён қиламиз. 

1) )()(2 AWAW  . 

2) Агар A  операторли матрица юқори учбурчак ёки қуйи учбурчак шаклга 

эга бўлса, яъни 









=

22

1211

0 A

AA
A  ёки 








=

2221

11 0

AA

A
A  

бўлса, у ҳолда )()()( 2211

2 AWAWAW =  тенглик ўринли бўлади. 

3. Агар )(HLA  бўлса, яъни A  чизиқли чегараланган оператор бўлса, у 

ҳолда 

||}||||:{)(2 ACAW =  . 

Бундан ташқари, Hdim  бўлса, )(2 AW  ёпиқ тўплам бўлади. 

4. Ихтиёрий C ,  комплекс сонлари учун 
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 +=+ )()( 22 AWAW  

тенглик бажарилади. 

5. Фараз қилайлик, )( 11 HLU  , )( 22 HLU   унитар операторлар бўлиб, 

),( 21 UUdiagU =  бўлсин. У ҳолда  

)()( 212 AWAUUW =− . 

Сонли тасвирдан фарқли ўлароқ квадратик сонли тасвир кўпи билан 

иккита (боғланган) компоненталардан иборат бўлади. Бу тасдиқ fA , 1|||| =iif , 

2,1=i  кўринишдаги матрицалар тўплами боғланган ва матрица хос қийматлари 

узлуксиз эканлигидан келиб чиқади. Умуман олганда )(2 AW  қавариқ бўлмаган 

тўпламдаир. fA  матрица иккита турли хос қийматга эга эканлиги умуман 

олганда )(2 AW  тўплам иккита кесишмайдиган компоненталардан иборат 

эканлигини билдирмайди. 

ii Hf  , 0if , 2,1=i  учун 

2

2

2

1

21211212

2

2

2

2222

2

1

1111
A

||||||||

),)(,(
4

||||

),(

||||

),(
:)(dis

ff

ffAffA

f

ffA

f

ffA
f +








−=  

белгилаш оламиз. 0)(disA f  бўлган ҳолда  









+= )(dis

||||

),(

||||

),(

2

1
:)( A2

2

2222

2

1

1111 f
f

ffA

f

ffA
f  

каби миқдорни аниқлаймиз. У ҳолда RAW )(2
 бўлиши учун барча 

ii Hf  , 2,1=i  ларда 0)(disA f  бўлиши зарур ва етарлидир. Бундан ташқари, 

квадратик сонли тасвир учун 

)()()(2 AAAW +− =  

тенглик ўринлидир [5], бу ерда 

 0)(dis,2,1,0,),,(:)(:)( 21 ===  fifHfffffA Aiii . 

A  чизиқли чегараланган операторнинг )(2 AW  квадратик сонли тасвири 

учун спектрал муносабатлар деб аталувчи хосса ўринлидир: 

)()(),()( 22 AWAAWAp   . 

Квадратик сонли тасвирнинг 1)-хоссасини ва спектрал муносабатларни 

инобатга олган ҳолда квадратик сонли тасвир спектрни ўзида сақловчи сонли 

тасвирдан кўра кичикроқ тўплам эканлигини айтиш мумкин. 

22 блок операторли матрицалар учун киритилган квадратик сонли тасвир 

тушунчасини nn  блок операторли матрица ҳолига умумлаштириш масаласи 

чегараланган операторлар учун [5,6] мақолаларда, чегараланмаган операторлар 

учун [7] мақолада тадқиқ қилинган. 
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Фараз қилайлик Nn , 3n , 
iH , ni ,...,1=  - Гильберт фазолари ва 

nHHH = ...: 1
. У ҳолда )(HLA  ҳамиша 

















=

nnn

n

AA

AA

A







1

111

:  (2) 

кўринишдаги блок операторли матрица кўринишида тасвирланади, бу ерда 

ijij HHA →: , nji ,...,1, =  матрицавий элементлар чизиқли чегараланган 

операторлар. 

 Ушбу 

},...,1,1||||,),...,({...: 1... 11
nifHfffSSS iinHHHH nn

=====  

тўплам орқали 
iH  даги 

iHS  бирлик сфералар кўпайтмасини белгилаймиз.  

Агар nHH  ...1  ёйилма фиксирланган бўлса, у ҳолда 
nHHS ...1
 белгилаш 

ўрнига nS  ёки 
HS  белгилашлардан фойдаланиш мумкин. 

 Ҳар бир 
nHHn Sfff = ...1 1

),...,(  учун 

( ) )(),(:
1,

CMffAA n

n

jiiijijf =
=

 

каби аниқланган nn  матрицани қараймиз. 

Таъриф. Ушбу 

)(:)(...1 fp

Sf

HH AAW
n

n




 = , 

тўпламга A  операторли матрицанинг (2) кўринишига мос блок сонли 

тасвири дейилади. 

H  Гильберт фазонинг фиксирланган ёйилмаси учун )()( ...1
AWAW

nHH

n

=  

белгилаш ишлатилади. 

Чизиқли алгебра ва функционал анализ курсидан маълумки, барча nSf   

лар учун 

 0)det(:)( =−=  ffp ACA  

бўлганлиги боис қуйидаги 

}0)det(,:{)( =−=  f

nn ASfCAW  

эквивалент тасвир ўринлидир. 

)(AW n  блок сонли тасвир таърифида кўп ҳолларда 0f  шарт ўрнига 

0if , ni ,...,2,1=  шартдан фойдаланиш зарурати пайдо бўлади. Бу ҳолда блок 

сонли тасвирнинг қуйидаги тавсифидан фойдаланиш муҳим саналади. 

Hfff n = ),...,( 1 , 0if , ni ,...,2,1=  вектор учун 
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)(
||||||||

),(
:ˆ

1,

CM
ff

ffA
A n

n

jiji

ijij

f 















=

=

 

матрицани ва  

)ˆdet(||||...||||:);,...,( 22

11  −= fnn Affff  

детерминантни аниқлаймиз. У ҳолда 

},...,1,0,),...,(:)ˆ({)( 1 nifHfffAAW infp

n ===   

}0)ˆdet(,,...,1,0,),...,(:{ 1 =−===  fin AnifHfffC  

}0);,...,(,,...,1,0,),...,(:{ 11 ====  nin ffnifHfffC . 

Энди блок сонли тасвирнинг асосий хоссаларини келтирамиз [5]. 

1) Агар 1=n  бўлса, у ҳолда блок сонли тасвир одатдаги сонли тасвир 

билан устма-уст тушади; 2=n  бўлганда, блок сонли тасвир квадратик сонли 

тасвир деб ҳам юритилади; 3=n  бўлса, у ҳолда блок сонли тасвир кубик сонли 

тасвир деб юритилади. 

2) Агар )(CMA n  - n -тартибли матрица бўлса, у ҳолда )(AW n  тўплам A  

матрицанинг хос қийматлари тўплами билан устма-уст тушади. 

3) Сонли тасвир ва блок сонли тасвир орасида )()( AWAW n   каби 

боғланиш мавжуд. 

4) Агар A  операторли матрица юқори учбурчак ёки қуйи учбурчак шаклга 

эга бўлса, у ҳолда )(...)()( 11 nn

n AWAWAW =  тенгли ўринли бўлади. 

5) Агар )(HLA  бўлса, у ҳолда  

||}||||:{)( ACAW n    

муносабат ўринлидир.  

6) Агар Hdim  бўлса, у ҳолда )(AW n  ёпиқ тўпламдир. 

7) A  ўз-ўзига қўшма операторли матрица, яъни AA =*  бўлса, у ҳолда 

RAW n )(  муносабат ўринлидир. 

8) Агар )(HLA  бўлса, у ҳолда  

)()(),()( AWAAWA nn

p   . 

хосса ўринли бўлиб, у спектрал муносабатлар хоссаси деб юритилади. 

Таъкидлаш лозимки, нуқтали спектр билан боғлиқ спектрал муносабат 

чегараланмаган n -тартибли операторли матрицалар учун ҳам ўринлидир. 

Бироқ оператор спектри билан боғлиқ спектрал муносабат қўшимча шартлар 

асосида бажарилади [7]. 

Қуйида уч диагоналли 33  блок операторли матрицалар учун кубик сонли 

тасвирни ҳисоблашда қулай бўлган алтернатив формулани келтирамиз. 
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321 HHHH =  Гильберт фазосида 

















=

33

*

23

2322

*

12

1211

0

0

:

AA

AAA

AA

A  (1) 

33  блок операторли матрицани қараймиз, бу ерда ijA  матрицавий 

элементлар jH  ни 
iH  га ўтказувчи чизиқли чегараланган операторлар, яъни 

),( ijij HHLA  , }3,2,1{, ji , ji  . 

Hffff = ),,( 321
 элемент ёрдамида қуйидаги миқдорларни аниқлаймиз:  

( )ijijij ffAfa ,:)( = ; 

)))()(())()(())()(((
6

1
:)( 2

3322

2

3311

2

2211 fafafafafafafp −+−+−−=  

)0(|)(||)(| 2

22

2

12 −− fafa ; 

)()()()(|)(|)(|)(|:)( 33221111

2

2333

2

12 fafafafafafafafq −+=  

3

332211 ))()()((
27

2
fafafa ++−  

)|)(||)(|)()()()()()((
3

1 2

23

2

12332233112211 fafafafafafafafa −−+++  

))()()(( 332211 fafafa ++ ; 











−−=

)(

3

)(2

)(3
arccos:)(

fpfp

fq
f ; 

3

2)(
cos

3

)(
2))()()((

3

1
:)( 332211

 kffp
fafafafk

+
−+++= ; 

3,2,1=k . 

Ишнинг асосий натижаларидан бирини баён қиламиз. Унда A  блок 

операторли матрицанинг )(3 AW  кубик сонли тасвирини ҳисоблаш формуласи 

келтирилган. 

1-теорема. A  операторнинг кубик сонли тасвири )(3 AW  учун 

HfffffAW k
ifk i

==
===

),,(),()( 321
3,2,1,1| || |

3

1

3   

тенглик ўринли. 

1-теорема A  операторнинг чегараларини ўрганишда ва улар учун оптимал 

баҳолашлар олишда муҳим аҳамиятга эга [7]. 1-теоремани исботлашда кубик 

алгебраик тенгламалар ечимини топишнинг Кардано усулидан фойдаланилади.  

[8-13] мақолаларда блок операторли матрицаларнинг муҳим синфларидан 

бири бўлган сони сақланмайдиган чекли сондаги заррачалар системасига мос 
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операторли матрицаларнинг спектрал хоссалари ўрганилган. Хусусан, муҳим 

спектр тавсифланган; муҳим спектрнинг икки заррачали ва уч заррачали 

тармоқлари топилиб, уларни ташкил қилувчи кесмалар сони аниқланган ҳамда 

бу кесмаларнинг жойлашув ўрни ўрганилган. Хос қийматлар сонининг чекли 

ёки чексиз бўлиш шартлари тадқиқ қилинган. Хос қийматлар сони чексиз 

бўлган ҳолдадискрет спектр учун асимптотик формула топилган. [14,15] 

мақолаларда эса кўпи билан иккита фотонли панжаравий спин-бозон 

моделининг муҳим ва дискрет спектрлари 3-тартибли операторли 

матрицаларнинг спектрал хоссалари ёрдамида тадқиқ қилинган. Юқорида қайд 

қилиб ўтилган операторли матрицаларнинг энг кичик ва энг катта хос 

қийматлари учун мос равишда қуйи ва юқори баҳолашларни олишда 1-теорема 

муҳим аҳамият касб этади. 
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