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Определитель возмущения и основное состояние для
обобщенной модели Фридрихса на нецелочисленном решетке

Неъматова Ш., Расулов Т.
Бухарский государственный университет, Бухара, Узбекистан

e-mail: rth@mail.ru

Аннотация

Для обобщенной модели Фридрихса на нецелочисленном решетке построен определитель
возмущения и изучен основное состояние этой модели.

Ключевые слова: определитель возмущения, основное состояние, обобщенная модель Фри-
дрихса, существенный спектр.

Как известно, некоторые актуальные задачи, в частности, задачи квантовой механики, статис-
тической механики и гидродинамики сводятся к исследованию спектральных свойств обобщенной
модели Фридрихса [1, 2]. Поэтому изучение определителья возмущения и основных состояний обоб-
щенной модели Фридрихса играет важную роль в современной математической физике.

Пусть C, R и Z – множество всех комплексных, вещественных и целых чисел, соответственно.
Для каждого фиксированного h > 0 через Td

h обозначим d-мерный куб (−π/h;π/h]d – с соответству-
ющим отождествлением противоположных граней. Всюду в работе Td

h рассматривается как абелева
группа в котором операции сложения и умножения на вещественное число введены как операции
сложения и умножения на вещественное число в Rd по модулю ((2π/h)Z)d. Например, если d = 3 и

a = (
π

2h
,−2π

3h
,

5π

6h
), b = (

2π

3h
,− π

6h
,
π

2h
),

то
a+ b = (−5π

6h
,−5π

6h
,−2π

3h
), 6a = (

π

h
, 0,

π

h
) ∈ T3

h.

По строению множества Td
h видно, что для любого Ω ⊂ Rd

h существует h = h(Ω) > 0 такое, что
Ω ⊂ Td

h, т.е. lim
h→0

Td
h = Rd

h.

Пусть L2(Td
h) - гильбертово пространство квадратично-интегрируемых (комплекснозначных)

функций, определенных на Td
h. Обозначим через Aµ(h) прямую сумму пространств H0 := C и

H1 := L2(Td
h), т.е. H := H0 ⊕H1. Пространства H0 и H1 называются нульчастичной и одночастич-

ной подпространства фоковского пространства F (L2(Td
h)) по L2(Td

h), соответственно.
Рассмотрим обобщенную модель Фридрихса Aµ(h), действующую в H по правилу

Aµ(h) :=

(
A00(h) µA01(h)
µA∗01(h) A11(h)

)
,

с матричными элементами Aij(h) : Hj → Hi, i ≤ j, i, j = 0, 1 :

A00(h)f0 = −εhf0, A01(h)f1 =

∫
Td
h

vh(t)f1(t)dt,

(A11(h)f1)(x) = (−εh + wh(x))f1(x), f = (f0, f1) ∈ H,

где εh– вещественное положительное число, wh(·) и vh(·) – вещественнозначные непрерывные функ-
ции на Td

h, причем
min
x∈Td

h

wh(x) = 0,

а µ > 0 – "параметр взаимодействия". Очевидно, что при этих предположениях оператор Aµ(h)
ограничен и самосопряжён в H.

Пусть оператор A0(h) действует в H как

A0(h) :=

(
0 0
0 A11(h)

)
.
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Оператор возмущения Aµ(h) − A0(h) оператора A0(h) является самосопряженным оператором
ранга 2. Следовательно, из известной теоремы Г. Вейля [3] о сохранении существенного спектра
при возмущениях конечного ранга вытекает, что для существенного спектра оператора Aµ(h) имеет
место равенство

σess(Aµ(h)) = [−εh;−εh +Mh], Mh := max
x∈Td

h

wh(x).

Определим регулярную в C \ [−εh;−εh +Mh] функцию

∆µ(h; z) := −εh − z − µ2

∫
Td
h

v2
h(t)dt

−εh + wh(t)− z
.

Обычно, функция ∆µ(h; ·) называется определителем Фредгольма, ассоциированный с оператором
Aµ(h).

Пусть I – единичный оператор в H. Так как Aµ(h)−A0(h) является оператором ранга 2, опре-
делитель возмущения ∆Aµ(h)/A0(h)(z) хорошо определена [4] по формуле

∆Aµ(h)/A0(h)(z) := det
(
I + (Aµ(h)−A0(h))(A0(h)− z)−1

)
.

Верны следующие теоремы.
Теорема 1. Определитель возмущения ∆Aµ(h)/A0(h)(z) оператора A0(h) относительно оператора
Aµ(h)−A0(h) имеет вид

∆Aµ(h)/A0(h)(z) = −1

z
∆µ(h; z), z ∈ C \ σ(A0(h)).

Теорема 2. При всех значениях µ > 0 и h > 0 оператор Aµ(h) имеет не менее одного и не более
двух собственных значений.

В теореме 1, собственное значение Eµ(h) оператора Aµ(h) которое существует при всех µ > 0
обычно называется основным состоянием и в этом случае компоненты соответствующего собствен-
ного вектора-функции выглядят так:

f0 = const 6= 0, f1(x) = − µvh(x)f0

−εh + wh(x)− Eµ(h)
.
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