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О соотношениях между спектрами блочных элементов одной
4× 4-операторной матрицы

Мустафоева З., Расулов Т.
Бухарский государственный университет, Бухара, Узбекистан

e-mail: rth@mail.ru

Аннотация

Рассматривается 4 × 4-операторная матрица A. Установливается соотношение между спек-
тров более простых блочных элементов оператора A.

Ключевые слова: операторная матрица, блочные элементы, существенный и точечный
спектр, стандартное пространство Фока.

Блочно-операторная матрица – это матрица, элементы которой являются линейными опера-
торами в банаховом или гильбертовом пространствах [1]. Одним из специальных классов блочно-
операторных матриц являются урезанные решетчатые модели спин-бозонов [2, 3]. В данной работе
рассматривается операторная матрица связанная с такими решетчатами моделями и установли-
вается соотношение между спектров изучаемой операторной матрицы и некоторых более простых
блочных элементов.

Пусть C – одномерное комплексное пространство, Td – d-мерный тор, L2((Td)n) – гильбертово
пространство квадратично-интегрируемых функций n переменных, определенных на (Td)n, n ∈ N,
а F(L2(Td))− стандартное пространство Фока над L2(Td), т.е.

F(L2(Td)) := C⊕ L2(Td)⊕ L2((Td)2)⊕ . . . .

Пусть L := C2⊗F(L2(Td)) гильбертово пространство, состоящем из последовательностей функ-
ций

F = {f (s)
0 , f

(s)
1 (k1), f

(s)
2 (k1, k2), . . . , f (s)

n (k1, . . . , kn), . . . ; s = ±}

возрастающего числа переменных (k1, . . . , kn), ki ∈ Td, и дискретного переменного s = ±.
Введем обозначение:

F(m)(L2(Td)) := C⊕ L2(Td)⊕ L2((Td)2)⊕ . . .⊕ L2((Td)m), m ∈ N.

В настоящей работе рассматривается оператор A, который действует в гильбертовом простран-
стве L3 := C2⊗F(3)(L2(Td)) и записывается как тридиагональная 4×4-блочно-операторная матрица:

A :=


A00 A01 0 0
A∗01 A11 A12 0

0 A∗12 A22 A23

0 0 A∗23 A33

 ,

с матричными элементами

A00f
(s)
0 = sεf

(s)
0 , A01f

(s)
1 = α

∫
Td

v(q′)f
(−s)
1 (q′)dq′,

(A11f
(s)
1 )(p) = (sε+ w(p))f

(s)
1 (p), (A12f

(s)
2 )(p) = α

∫
Td

v(q′)f
(−s)
2 (p, q′)dq′,

(A22f
(s)
2 )(p, q) = (sε+ w(p) + w(q))f

(s)
2 (p, q), (A23f

(s)
3 )(p) = α

∫
Td

v(q′)f
(−s)
3 (p, q, q′)dq′,

(A33f
(s)
3 )(p, q, t) = (sε+ w(p) + w(q) + w(t))f

(s)
3 (p, q, t), {f (s)

0 , f
(s)
1 , f

(s)
2 , f

(s)
3 , s = ±} ∈ L3.

Здесь w(·), v(·) – вещественно-значные непрерывные функции на Td и α > 0 – "параметр
взаимодействия". Очевидно, что при таких предположениях оператор A ограничен и самосопря-
жён в L3.

С целью изучения спектральных свойств оператора A наряду с этим оператором еще рассмотрим
следующие блочные элементы (операторы) в гильбертовых пространствах

L2((Td)3), L2((Td)2)⊕ L2((Td)3), L2(Td)⊕ L2((Td)2)⊕ L2((Td)3),
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соответственно:

A
(s)
1 := Â

(s)
33 , A

(s)
2 :=

(
Â

(s)
22 Â

(s)
23

Â∗23 Â
(s)
33

)
, A

(s)
3 :=

 Â
(s)
11 Â

(s)
12 0

Â∗12 Â
(s)
22 Â23

0 Â∗23 Â
(s)
33


с элементами

(Â
(s)
11 f1)(p) = (−sε+ w(p))f1(p), (Â12f2)(p) = α

∫
Td

v(q′)f2(p, q′)dq′,

(Â
(s)
22 f2)(p, q) = (sε+ w(p) + w(q))f2(p, q), (Â23f3)(p, q) = α

∫
Td

v(q′)f3(p, q, q′)dq′,

(Â
(s)
33 f3)(p, q, t) = (−sε+ w(p) + w(q) + w(t))f3(p, q, t), fn ∈ L2((Td)n), n = 1, 2, 3.

Операторы Â12 и Â23 называются операторами уничтожения, а Â∗12 и Â∗23 называются оператора-
ми рождения. Оператор уничтожения снижает количество частиц в заданном состоянии на едини-
цу, а оператор рождения увеличивает число частиц в данном состоянии на единицу, и является
сопряженным к оператору уничтожения. Такие операторы имеют широкое прменение в квантовой
механике, в частности, в изучении квантовых гармонических осцилляторов и систем многих частиц.

Установим связь между спектрами операторов A и A
(s)
α , α = 1, 2, 3, s = ±.

Теорема 1. Для существенного спектра σess(A) оператора A имеет место равенство

σess(A) = σ(A
(+)
3 ) ∪ σ(A

(−)
3 ).

Более того,

σ(A
(s)
1 ) ⊂ σ(A

(s)
2 ) ⊂ σ(A

(s)
3 ) ⊂ σ(A), s = ±.

Очевидно, что оператор Aα, α = 1, 2 имеет более простую структуру, чем A, и поэтому теорема
1 играeт важную роль при дальнейших исследованиях спектра оператора A.
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