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Изучается неограниченная операторная (2 × 2)-матрица A в прямой сум-
ме двух гильбертовых пространств. Получены асимптотические формулы для
числа собственных значений операторной матрицы A. Рассматривается опера-
торная (2 × 2)-матрица Aµ (µ > 0 – параметр взаимодействия), ассоциирован-
ная гамильтонианом системы с не более чем тремя частицами на решетке Z3.
Найдено критическое значение µ0 параметра взаимодействия µ, при котором
оператор Aµ0 имеет бесконечное число собственных значений. Эти значения
накапливаются к нижней и верхней граням существенного спектра. Получена
асимптотика для числа таких собственных значений, лежащих как в левой, так
и в правой части существенного спектра.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть H1, H2 – гильбертовы пространства. Известно, что любой линейный огра-
ниченный оператор A, действующий в прямой сумме H := H1 ⊕H2, представляет-
ся как

A :=
(
A11 A12

A21 A22

)
, (1)

где матричные элементы Aij являются линейными ограниченными операторами
из Hj в Hi, т. е. Aij ∈ L(Hj ,Hi), i, j ∈ {1, 2}. Оператор A является самосопря-
женным тогда и только тогда, когда A11 = A∗11, A22 = A∗22 и A21 = A∗12. Обычно
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матрицы такого рода, т. е. матрицы, элементы которых являются линейными опера-
торами в банаховых или гильбертовых пространствах, называются операторными
(2×2)-матрицами [1]. Один из основных классов таких матриц представляют собой
гамильтонианы системы с несохраняющимся ограниченным числом частиц на непре-
рывном пространстве или на решетке. Такие системы обычно возникают в задачах
физики твердого тела [2], квантовой теории поля [3] и статистической физики [4].

В настоящее время дискретный спектр операторных матриц относится к наиболее
интенсивно изучаемым объектам в теории линейных операторов. Одним из важных
вопросов в спектральном анализе таких операторов является вопрос о бесконечном
числе собственных значений, лежащих левее нижнего края и правее верхнего края
существенного спектра (такой эффект, касающийся левого края, называется эффек-
том Ефимова, см., например, [5]–[7]). Эффект Ефимова [8] представляет одну из
наиболее ярких и интересных особенностей системы трех тел, в отличие от системы
двух тел; впервые он был обнаружен для трехчастичного непрерывного оператора
Шредингера. Этот эффект возникает в случае, когда хотя бы в двух парных взаи-
модействиях трехчастичной системы появляются слабосвязанные состояния с близ-
кой к нулю энергией связи. Строгое математическое доказательство существования
эффекта Ефимова в непрерывном случае было проведено в работе [9], затем в рабо-
тах [10], [11] и др. Основным результатом работы [10] (см. также [11]) является полу-
чение асимптотики вида U0| ln |z| | для числа собственных значений трехчастичного
непрерывного оператора Шредингера, лежащих левее z, z < 0, где коэффициент U0

не зависит от двухчастичных потенциалов vα и является положительной функцией
частных m1/m2, m2/m3 масс трех частиц.

Для системы трех частиц на целочисленной решетке строгое доказательство
существования эффекта Ефимова изложено в работах [12], [13], а затем в рабо-
тах [14]–[17], причем в статьях [15]–[17] получена аналогичная непрерывному слу-
чаю асимптотика дискретного спектра системы трех частиц на решетке. Следует
отметить, что в работах [5]–[7] доказано существование такого эффекта для матрич-
ных операторов в пространстве Фока, в статье [5] получена асимптотика дискретно-
го спектра этого оператора. В работах [18]–[20] для операторных матриц найдены
условия, гарантирующие существование бесконечного числа собственных значений,
лежащих внутри существенного спектра (в лакуне существенного спектра, ниже
существенного спектра). Настоящая статья посвящена исследованию ранее не изу-
ченного так называемого двустороннего эффекта Ефимова.

Работа имеет следующую структуру. Раздел 2 посвящен изучению класса само-
сопряженных неограниченных операторных (2 × 2)-матриц вида A = A0 + V, дей-
ствующих в прямой сумме двух гильбертовых пространств. Сначала обсуждается
случай, когда разность резольвент операторов A и A0 имеет конечный ранг, затем
изучается случай, когда оператор возмущения V есть самосопряженный неограни-
ченный оператор с условием maxσ(A11) < minσ(A22). В отличие от упомянутых
выше работ, здесь при некоторых естественных предположениях получены асимп-
тотические формулы для числа собственных значений оператора A, лежащих вне
существенного спектра.

В разделе 3 изучается спектр семейства операторных (2×2)-матриц At, t ∈ R. До-
казана бесконечность числа собственных значений, лежащих в лакуне существенно-
го спектра оператора A0, сходящихся к обоим концам существенного спектра. Уста-
новлена конечность числа собственных значений оператора At при каждом t ̸= 0.
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Найдено число δ > 0, для которого операторная матрица At не имеет собственных
значений при каждом t ∈ {ξ ∈ R : |ξ| > δ}.

В разделе 4 рассматривается операторная (2× 2)-матрица Aµ (µ > 0 – параметр
взаимодействия), действующая в прямой сумме одночастичного и двухчастичного
подпространств бозонного фоковского пространства, в случае специального вида
функции w2, являющейся параметром оператора A22. Получены следующие ре-
зультаты:
• описан существенный спектр оператора Aµ с помощью спектра семейств обоб-

щенных моделей Фридрихса Aµ(k), k ∈ T3 :≡ (−π;π]3, и выделены новые ветви
спектра;
• найдено критическое значение µ0 параметра взаимодействия µ, при котором

оператор Aµ0 одновременно имеет бесконечное число собственных значений, накап-
ливающихся к нижней (равной 0) и верхней (равной 18) граням существенного спек-
тра. Более того, получена асимптотика для числа собственных значений операто-
ра Aµ0 , лежащих левее z 6 0, и правее z > 18, по спектральному параметру z → −0
и z → 18 + 0 соответственно.

В разделе 5 исследуется оператор энергии системы с несохраняющимся ограни-
ченным числом частиц на решетке (в случае не более трех частиц). Пользуясь
результатами разделов 2, 4, мы получили существенный и дискретный спектры этого
оператора.

Следует отметить, что в непрерывном случае двухчастичная и трехчастичная
ветви непрерывного спектра оператора, рассмотренные в работах [21], [22], пред-
ставляют собой полуоси и эти полуоси пересекаются. В данном случае, в отличие
от непрерывного случая двухчастичная и трехчастичная ветви существенного спек-
тра матричного оператора A заполняют отрезки конечной длины. Поэтому вывод
о существовании бесконечного числа собственных значений, лежащих как левее су-
щественного спектра оператора A, так и правее, характерен только для решетчатых
моделей и не имеет аналога в непрерывном случае. Замечательность полученно-
го результата состоит в том, что для числа собственных значений, лежащих левее
и правее существенного спектра, имеется одинаковая логарифмическая асимптоти-
ка. Заметим, что во всех работах, посвященных существованию эффекта Ефимова
для дискретного оператора Шредингера (см., например, [12]–[17]) и для матричных
операторов (см., например, [5]–[7], [18]–[20]), изучено число собственных значений,
лежащих левее трехчастичной ветви существенного спектра. С этой точки зрения
результаты настоящей работы являются новыми.

Мы используем следующие обозначения: D(B) – область определения линейного
оператора B, σ( · ), σess( · ), σdisc( · ) и ρ( · ) – соответственно спектр, существенный
спектр, дискретный спектр и резольвентное множество линейного самосопряженно-
го оператора.

2. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ДИСКРЕТНОГО
СПЕКТРА КЛАССА САМОСОПРЯЖЕННЫХ

НЕОГРАНИЧЕННЫХ ОПЕРАТОРНЫХ (2 × 2)-МАТРИЦ

2.1. Основные условия. Прежде всего напомним, что, в отличие от ограни-
ченного случая, область определения линейного неограниченного оператора A, дей-
ствующего в гильбертовом пространстве H = H1 ⊕ H2, не обязательно имеет вид
разложенияD = D1⊕D2 (D1 ⊂ H1, D2 ⊂ H2). Как результат в этом случае имеются
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дополнительные требования: во-первых, оператор A должен иметь вид операторной
(2× 2)-матрицы, во-вторых, его область определения должна иметь вид

D(A) = (D(A11) ∩D(A21))⊕ (D(A12) ∩D(A22)).

В данном случае A является неограниченной операторной (2× 2)-матрицей.
В настоящем разделе рассмотрим операторную (2× 2)-матрицу A вида (1) в пря-

мой сумме H = H1 ⊕ H2 со следующими условиями: A11 : H1 → H1 – линейный
ограниченный самосопряженный оператор, A12 : H2 → H1 – линейный ограничен-
ный оператор, A21 = A∗12, и A22 : H2 ⊃ D(A22) → H2 – линейный неограниченный
самосопряженный оператор с ограниченным существенным спектром. Тогда опе-
ратор A является линейным самосопряженным оператором в пространстве H с об-
ластью определения D(A) = H1 ⊕ D(A22). Используя информацию о матричных
элементах, исследуем ряд спектральных свойств операторной матрицы A.

Введем в H блочно-операторные матрицы

A0 :=
(

0 0
0 A22

)
, V :=

(
A11 A12

A∗12 0

)
,

тогда A0 = A∗0 и V = V∗ такие, что D(A0) = D(A) и D(V) = H. Следовательно,
оператор A записывается как A = A0 + V.

Рассмотрим случай, когда для некоторого значения (и следовательно, для всех)
z ∈ ρ(A) ∩ ρ(A0) разность резольвент имеет конечный ранг:

T := (A− zI)−1 − (A0 − zI)−1, rank T = dimR(T ) = r <∞, (2)

где I – единичный оператор в H. Тогда (даже если T только компактно) в силу ана-
литической теоремы Фредгольма (см. [23]) имеет место равенство σess(A) = σess(A0).
При этом операторA также имеет ограниченный существенный спектр. Рассмотрим
типичный пример, когда выполняется условие (2).

Лемма 1. Если rankV = r <∞, то имеет место условие (2).

Доказательство. Легко можно проверить, что если z ∈ ρ(A) ∩ ρ(A0), то

T = (A− zI)−1V(A0 − zI)−1 (3)

и (A0−zI)−1, (A−zI)−1 являются ограниченными операторами. Теперь, используя
соотношение для ранга произведения ограниченных операторов

rank(A1A2 · · ·An) 6 min{rankA1, rankA2, . . . , rankAn},

имеем rank T 6 rankV. Лемма доказана. �

Лемма 2. Если z ∈ ρ(A)∩ρ(A0) и оператор V(A0−zI)−1 является компактным,
то оператор T также является компактным.

Доказательство. Доказательство леммы вытекает из ограниченности операто-
ра (A− zI)−1 при z ∈ ρ(A) и из соотношения (3). �

Замечание 1. Из определения оператора V видно, что он имеет конечный ранг
тогда и только тогда, когда операторы A11, A12 имеют конечный ранг.
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Рассмотрим следующий пример. Пусть X1 := C, X2 := L2[−π, π], X3 := l2(N), где

l2(N) :=
{
x = (x1, . . . , xn, . . . ) : xk ∈ C, k ∈ N,

∞∑
k=1

|xk|2 <∞
}
.

Рассмотрим оператор B, действующий в гильбертовом пространстве X1 ⊕X2 ⊕X3

как операторная (3× 3)-матрица:

B :=

B11 B12 0
B∗12 B22 0
0 0 B33

 .

Здесь матричные элементы определяются следующим образом:

B11f1 = w1f1, B12f2 =
∫ π

−π

v(t)f2(t) dt, f1 ∈ C, f2 ∈ L2[−π, π],

(B22f2)(x) = w2(x)f2(x), B33f3 = (f31, 2f32, . . . , nf3n, . . . ),

f3 = (f31, . . . , f3n, . . . ) ∈ l2(N).

При этом w1 – фиксированное вещественное число, v( · ) и w2( · ) – вещественнознач-
ные непрерывные функции на интервале [−π, π]. Очевидно, что

(B∗12f1)(x) = v(x)f1, f1 ∈ C,

и

D(B22) =
{
f3 = (f31, f32, . . . , f3n, . . . ) ∈ l2(N) :

∞∑
n=1

|nf3n|2 <∞
}
.

Обозначим H1 := X1, H2 := X2 ⊕X3,

A11 := B11, A12 := (B12 0), A22 :=
(
B22 0
0 B33

)
,

тогда операторная (3×3)-матрица B записывается как блочно-операторная матрица
вида (1) размера 2×2, а также имеет место равенство σess(A) = [m;M ] и rankV = 2,
где числа m и M определяются следующим образом:

m := min
x∈[−π,π]

w2(x), M := max
x∈[−π,π]

w2(x).

Тем самым имеет место условие (2).

2.2. Асимптотика дискретного спектра операторной матрицы A. Для
интервала ∆ ⊂ R подпространство E∆(A) означает спектральное подпространство
оператора A, соответствующее интервалу ∆. Обозначим через ♯{ · } мощность мно-
жества и через N(a,b)(A) число собственных значений оператора A, с учетом крат-
ности, лежащих в (a, b) ⊂ R \ σess(A), т. е.

N(a,b)(A) = dimE(a,b)(A)H.

Одним из основных результатов настоящей работы является следующая теорема.
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Теорема 1. Пусть операторы A и A0 удовлетворяют условию (2); предполо-
жим, что существенный спектр оператора A0 имеет следующий вид:

σess(A0) =
m⋃

n=1

[a2n−1, a2n], (4)

a1 < a2 < · · · < a2m и m < ∞. Пусть a0 и a2m+1 – фиксированные вещественные
числа, для которых справедливы условия a0 < a1 и a2m+1 > a2m . Тогда для любых
n = 0, . . . ,m имеем

♯(σdisc(A) ∩ (a2n, a2n+1)) = ∞ ⇐⇒ ♯(σdisc(A0) ∩ (a2n, a2n+1)) = ∞.

В этом случае обе точки a2n , a2n+1 являются точками накопления собственных
значений и

lim
z↗a2n+1

N(a2n+δn,z)(A)
N(a2n+δn,z)(A0)

= lim
z↘a2n

N(z,a2n+1−δn)(A)
N(z,a2n+1−δn)(A0)

= 1, (5)

где 0 < δn < a2n+1 − a2n .

Доказательство. Пусть n = 0, . . . ,m. Из условия (2), в частности, следует, что
σess(A) = σess(A0). Следовательно, для любого z ∈ (a2n + δn, a2n+1) имеем

σess(A0) ∩ [a2n + δn, z] = ∅.

Это означает, что для таких z оба числа N(a2n+δn,z)(A0) и N(a2n+δn,z)(A) являются
конечными. В силу теоремы 9.3.3 из [24] получим

N(a2n+δn,z)(A0)− r 6 N(a2n+δn,z)(A) 6 N(a2n+δn,z)(A0) + r (6)

для z ∈ (a2n + δn, a2n+1).
Аналогично можно показать, что

N(z,a2n+1−δn)(A0)− r 6 N(z,a2n+1−δn)(A) 6 N(z,a2n+1−δn)(A0) + r (7)

для z ∈ (a2n, a2n+1 − δn).
Из оценок (6) и (7), а также из конечности числа r следует, что если оператор A0

имеет бесконечно много собственных значений в интервале (a2n, a2n+1), накапливаю-
щихся к обоим концам этого интервала, то такое утверждение верно для оператораA
в интервале (a2n, a2n+1), справедливо и обратное утверждение.

Соотношение (5) вытекает из оценок (6) и (7). Теорема доказана. �

2.3. Случай знако-определенных возмущений. Часто приходится рассмат-
ривать положительные или отрицательные компактные возмущения оператора A0.
Следующая теорема показывает, что конечность или бесконечность дискретного
спектра оператора A0 сохраняется при таких возмущениях.

Теорема 2. Пусть V – компактный оператор с условием V > 0 (соответ-
ственно V < 0) и для существенного спектра оператора A0 имеет место равен-
ство (4). Если дискретный спектр оператора A0 в интервале (a2n + δn, a2n+1)
(соответственно (a2n, a2n+1 − δn)) конечен (бесконечен), то такое же утвержде-
ние верно для оператора A в (a2n + δn, a2n+1) (соответственно (a2n, a2n+1 − δn)),
где 0 < δn < a2n+1 − a2n .
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Доказательство. Пусть V > 0 и оператор A0 имеет бесконечное число соб-
ственных значений в интервале (a2n + δn, a2n+1), накапливающихся к a2n+1. Тогда
в силу теоремы 9.4.7 из книги [24] аналогичный факт справедлив для оператора A.
Так как

[a2n + δn, a2n+1) ∩ σess(A0) = ∅, (a2n, a2n+1 − δn] ∩ σess(A0) = ∅,

точки a2n + δn и a2n+1− δn не являются точками накопления собственных значений
операторов A и A0.

Случай V < 0 доказывается аналогично случаю V > 0. �

3. ИССЛЕДОВАНИЕ СПЕКТРА ОДНОГО СЕМЕЙСТВА
ОПЕРАТОРНЫХ (2 × 2)-МАТРИЦ

Пусть H′i, i = 1, 2, – произвольные гильбертовы пространства и Hi := l2(N)⊕H′i,
i = 1, 2. Рассмотрим следующие операторные (2× 2)-матрицы Aij : Hj → Hi:

A11 :=

(
A

(1)
11 0
0 A

(2)
11

)
, A12 :=

(
A

(1)
12 0
0 0

)
, A22 :=

(
A

(1)
22 0
0 A

(2)
22

)
,

где операторы A
(1)
11 , A

(1)
12 , A

(1)
22 : l2(N) → l2(N) определены по формулам

A
(1)
11 (x1, . . . , xn, . . . ) = (a(1,1)

11 x1, . . . , a
(1,n)
11 xn, . . . ),

A
(1)
12 (x1, . . . , xn, . . . ) = (a(1,1)

12 x1, . . . , a
(1,n)
12 xn, . . . ),

A
(1)
22 (x1, . . . , xn, . . . ) = (a(1,1)

22 x1, . . . , a
(1,n)
22 xn, . . . );

здесь (x1, . . . , xn, . . . ) ∈ l2(N), а операторы A
(2)
11 : H′1 → H′1 и A(2)

22 : H′2 → H′2 – произ-
вольные линейные самосопряженные операторы, удовлетворяющие условиям

σ(A(2)
11 ) = σess(A

(2)
11 ) = (−∞, a

(2)
11 ], σ(A(2)

22 ) = σess(A
(2)
22 ) = [a(2)

22 ,∞)

для некоторых a
(2)
11 , a

(2)
22 ∈ R. Дополнительно будем предполагать, что последова-

тельности {a(1,n)
11 }∞1 , {a(1,n)

22 }∞1 ⊂ R и

lim
n→∞

a
(1,n)
11 = a

(2)
11 , lim

n→∞
a
(1,n)
22 = a

(2)
22 , a

(1,n)
11 > a

(2)
11 , a

(1,n)
22 < a

(2)
22 , n ∈ N,

lim
n→∞

a
(1,n)
12 = a

(1)
12 (a(1)

12 ̸= 0), sup
n
a
(1,n)
11 < inf

n
a
(1,n)
22 .

Отметим, что в этих предположениях a(2)
11 < a

(2)
22 .

Воспользовавшись элементами функционального анализа, можно показать, что
операторы A

(1)
11 , A

(1)
12 и A

(1)
22 являются ограниченными, причем операторы A

(1)
11

и A
(1)
22 являются самосопряженными. Самосопряженность оператора A

(2)
12 зависит

от {a(1,n)
12 }∞1 . Если {a(1,n)

12 }∞1 ⊂ R, то A(1)
12 является самосопряженным, в противном

случае он является несамосопряженным оператором.
Из условий, налагаемых на операторы A

(2)
11 и A(2)

22 , видно, что они являются само-
сопряженными полуограниченными операторами, точнее, оператор A

(2)
11 ограничен

сверху, а оператор A(2)
22 ограничен снизу.
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Пусть H := H1⊕H2. Рассмотрим семейство операторных (2×2)-матриц At, t ∈ R,
следующего вида:

At :=
(
A11 tA12

tA∗12 A22

)
: H → H.

Учитывая условия, налагаемые на операторы A11, A12, A22, можно показать, что
оператор At, t ∈ R, является самосопряженным неограниченным оператором и

D(At) := (l2(N)⊕D(A(2)
11 ))⊕ (l2(N)⊕D(A(2)

22 )).

Из определения оператора A0 видно, что σ(A0) = σ(A11) ∪ σ(A22).
Следующая лемма описывает расположение спектров операторов A11 и A22.

Лемма 3. Для спектра операторов A11 и A22 имеет место неравенство

maxσ(A11) < minσ(A22).

Доказательство. Из определения операторов A11 и A22 вытекает, что

σ(A11) = (−∞, a
(2)
11 ] ∪ {a(1,1)

11 , . . . , a
(1,n)
11 , . . . },

σ(A22) = [a(2)
22 ,∞) ∪ {a(1,1)

22 , . . . , a
(1,n)
22 , . . . }.

По предположению
sup

n
a
(1,n)
11 < inf

n
a
(1,n)
22 .

Доказательство леммы вытекает из фактов о спектре операторов A11 и A22 и по-
следнего неравенства. �

Теперь наряду с оператором At, t ∈ R, рассмотрим семейство ограниченных са-
мосопряженных операторов Vt, t ∈ R, вида

Vt :=

(
A

(1)
11 tA

(1)
12

t(A(1)
12 )∗ A

(1)
22

)
: l2(N)⊕ l2(N) → l2(N)⊕ l2(N).

Следующая теорема описывает точный вид спектра оператора Vt, t ∈ R.

Теорема 3. Для дискретного и существенного спектров оператора Vt , t ∈ R,
имеют место равенства

σdisc(Vt) = {λ±n (t)}∞1 , σess(Vt) = { lim
n→∞

λ±n (t)},

где числа λ±n (t), n ∈ N, определены по формуле

λ±n (t) :=
a
(1,n)
11 + a

(1,n)
22 ±

√
(a(1,n)

11 − a
(1,n)
22 )2 + 4t2|a(1,n)

12 |2

2
, n ∈ N.

Доказательство. Рассмотрим уравнение для собственного значения

Vt

(
x

y

)
= λ

(
x

y

)
, λ ∈ R,
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которое эквивалентно системе уравнений

(A(1)
11 − λE)x+ tA

(1)
12 y = 0,

t(A(1)
12 )∗x+ (A(1)

22 − λE)y = 0,

где E – единичный оператор в l2(N). Последнюю систему можно записать в виде

(a(1,n)
11 − λ)xn + ta

(1,n)
12 yn = 0,

ta
(1,n)
12 xn + (a(1,n)

22 − λ)yn = 0,
n ∈ N.

Эта система уравнений имеет ненулевое решение тогда и только тогда, когда

∆n(λ; t) := λ2 − (a(1,n)
11 + a

(1,n)
22 )λ+ a

(1,n)
11 a

(1,n)
22 − t2|a(1,n)

12 |2 = 0, n ∈ N.

Очевидно, что числа λ±n (t), n ∈ N, являются нулями функции ∆n( · ; t), n ∈ N,
т. е. являются собственными значениями оператора Vt, t ∈ R. Из сходимости после-
довательностей {a(1,n)

11 }∞1 , {a(1,n)
12 }∞1 , {a(1,n)

22 }∞1 и условий

a
(1,n)
11 > a

(2)
11 , a

(1,n)
22 < a

(2)
22 , n ∈ N,

вытекает, что эти собственные значения являются конечнократными и изолирован-
ными. Это и означает, что

λ±n (t) ∈ σdisc(Vt), n ∈ N, t ∈ R,

т. е.
{λ±n (t)}∞1 ⊂ σdisc(Vt), t ∈ R. (8)

Пусть
λ±0 (t) := lim

n→∞
λ±n (t), t ∈ R.

Существование этого предела вытекает из сходимости последовательностей {a(1,n)
11 }∞1 ,

{a(1,n)
12 }∞1 , {a(1,n)

22 }∞1 . Покажем, что

λ±0 (t) ∈ σess(Vt), t ∈ R.

Для этого удобно воспользоваться критерием Вейля, т. е. достаточно построить по-
следовательность ортонормированных векторов {z±k }∞1 ⊂ l2(N)⊕ l2(N), для которых

∥(Vt − λ±0 (t))z±k ∥ → 0

при k →∞. Выбираем подпоследовательность

{λ±nk
(t)}∞1 ⊂ {λ±n (t)}∞1 , t ∈ R,

такую, что
λ±nk

(t) ̸= λ±nm
(t), t ∈ R,

при k ̸= m. Пусть (x±nk
, y±nk

)T – собственный вектор, соответствующий собственному
значению λ±nk

(t). Здесь индекс T означает транспонирование.
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Обозначим

z±k :=
1√

|x±nk |2 + |y±nk |2

(
x±nk

y±nk

)
.

Так как собственные векторы, соответствующие разным собственным значениям
самосопряженного оператора, ортогональны, последовательность {z±k }∞1 является
ортонормированной.

Рассмотрим вектор-функцию (Vt − λ±0 (t))z±k и оценим ее норму:

∥(Vt − λ±0 (t))z±k ∥ = ∥((Vt − λ±nk
(t)) + (λ±nk

(t)− λ±0 (t)))z±k ∥ 6

6 ∥(Vt − λ±nk
(t))z±k ∥+ |λ±nk

(t)− λ±0 (t)|.

По предположению первое слагаемое, стоящее в правой части последнего неравен-
ства, тождественно равно нулю, а второе слагаемое стремится к нулю при k → ∞
в силу равенства

λ±0 (t) = lim
k→∞

λ±nk
(t), t ∈ R.

Таким образом, ∥(Vt − λ±0 (t))z±k ∥ → 0 при k →∞. Это и означает, что

λ±0 (t) ∈ σess(Vt), t ∈ R. (9)

Теперь докажем, что

σ(Vt) ⊂ {λ±n (t)}∞1 ∪ {λ±0 (t)}, t ∈ R.

Пусть λ ∈ C \ ({λ±n (t)}∞1 ∪ {λ±0 (t)}) – произвольная точка. Тогда из приведенных
выше рассуждений следует, что

∆n(λ, t) ̸= 0, n ∈ N, и lim
n→∞

∆n(λ, t) ̸= 0, t ∈ R.

При этом существует оператор (Vt− λ)−1, определенный всюду в l2(N)⊕ l2(N), и он
ограничен. Это означает, что λ ∈ C\σ(Vt). Из произвольности точки λ следует, что

C \ ({λ±n (t)}∞1 ∪ {λ±0 (t)}) ⊂ C \ σ(Vt), t ∈ R,

т. е.
σ(Vt) ⊂ {λ±n (t)}∞1 ∪ {λ±0 (t)}, t ∈ R. (10)

Включения (8)–(10) доказывают утверждение теоремы. �

Следующая теорема описывает спектр оператора At, t ∈ R.

Теорема 4. Для существенного и дискретного спектров оператора At , t ∈ R,
имеют место равенства

σess(At) = σ(A(2)
11 ) ∪ σ(A(2)

22 ) ∪ σess(Vt),

σdisc(At) = σdisc(Vt) ∩ (a(2)
11 , a

(2)
22 ),

t ∈ R.
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Доказательство. Для доказательства теоремы сначала оператор At, t ∈ R,
представим как семейство операторных (4× 4)-матриц вида

At =


A

(1)
11 0 tA

(1)
12 0

0 A
(2)
11 0 0

t(A(1)
12 )∗ 0 A

(1)
22 0

0 0 0 A
(2)
22

 , t ∈ R.

Из этого представления оператора At, t ∈ R, видно, что

σ(At) = σ(A(2)
11 ) ∪ σ(A(2)

22 ) ∪ σ(Vt), t ∈ R,

откуда вытекает доказательство теоремы. �

Теперь сформулируем теорему о конечности дискретного спектра оператора At0 ,
t0 ∈ R \ {0}.

Теорема 5. При каждом фиксированном t0 ∈ R \ {0} дискретный спектр опе-
ратора At0 конечен.

Доказательство. В силу теоремы 4 имеем σdisc(At0) = σdisc(Vt0) ∩ (a(2)
11 , a

(2)
22 ).

Поскольку

lim
n→∞

λ+
n (t0) =

a
(2)
11 + a

(2)
22 +

√
(a(2)

11 − a
(2)
22 )2 + 4t20|a

(1)
12 |2

2
> a

(2)
22 ,

lim
n→∞

λ−n (t0) =
a
(2)
11 + a

(2)
22 −

√
(a(2)

11 − a
(2)
22 )2 + 4t20|a

(1)
12 |2

2
< a

(2)
11 ,

только конечное число элементов последовательностей {λ±n (t0)}∞1 лежит в интервале
(a(2)

11 , a
(2)
22 ). Теорема доказана. �

Заметим, что при 0 < |t1| < |t2| для каждого фиксированного n ∈ N имеют место
неравенства

λ+
n (t1) < λ+

n (t2), λ−n (t1) > λ−n (t2).

Более того,
lim
|t|→∞

λ±n (t) = ±∞, n ∈ N.

Из последних фактов следует, что существует положительное число δ > 0 такое,
что при всех |t| > δ имеет место равенство σdisc(At) = ∅.

Замечание 2. По построению оператора A0 видно, что этот оператор имеет бес-
конечное число собственных значений, лежащих в интервале (a(2)

11 , a
(2)
22 ) и накапли-

вающихся к a(2)
11 и a(2)

22 . В силу теоремы 5 при всех t ̸= 0 дискретный спектр операто-
ра At конечен. Таким образом, дискретный спектр оператора At бесконечен тогда
и только тогда, когда t = 0.

Замечание 3. Отметим, что независимо от параметра t ∈ R операторыA11 иA22

имеют бесконечное число собственных значений, лежащих в интервале (a(2)
11 , a

(2)
22 )

и накапливающихся к a
(2)
11 и a

(2)
22 соответственно. Поэтому при t ̸= 0 из того, что

дискретный спектр операторов A11 и A22 бесконечен, не вытекает, что бесконечен
спектр оператора At.
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4. БЕСКОНЕЧНОСТЬ ЧИСЛА СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ
ОДНОЙ ОПЕРАТОРНОЙ (2 × 2)-МАТРИЦЫ

4.1. Существенный спектр операторной (2×2)-матрицы и его новые вет-
ви. Пусть C, R и Z – множества всех комплексных, вещественных и целых чисел со-
ответственно. Через T3 обозначим куб (−π;π]3 с соответствующим отождествлением
противоположных граней. Пусть L2(T3) – гильбертово пространство квадратично-
интегрируемых (комплекснозначных) функций, определенных на T3, а L2

sym((T3)2) –
гильбертово пространство квадратично-интегрируемых (комплекснозначных) функ-
ций, определенных на (T3)2. Обозначим через H прямую сумму пространств H1 :=
L2(T3) и H2 := L2

sym((T3)2), т. е. H := H1 ⊕H2. Пространства H1 и H2 называются
соответственно одночастичным и двухчастичным подпространствами стандартного
бозонного фоковского пространства Fs(L2(T3)) над L2(T3), где

Fb(L2(T3)) := C⊕ L2(T3)⊕ L2
sym((T3)2)⊕ · · · .

В гильбертовом пространстве H рассматривается семейство операторных (2× 2)-
матриц

Aµ :=
(
A11 µA12

µA∗12 A22

)
,

где матричные элементы определяются по формулам

(A11f1)(k) = w1(k)f1(k), (A12f2)(k) =
∫

T3
f2(k, s) ds,

(A22f2)(k, p) = w2(k, p)f2(k, p), fi ∈ Hi, i = 1, 2.

Здесь µ > 0 – параметр взаимодействия, функции w1( · ) и w2( · , · ) определены по
формулам

w1(k) := ε(k) + γ, w2(k, p) := ε(k) + ε

(
1
2
(k + p)

)
+ ε(p),

γ ∈ R, а функция дисперсии ε( · ) имеет вид

ε(k) :=
3∑

i=1

(1− cos ki), k = (k1, k2, k3) ∈ T3. (11)

При этом A∗12 : H1 → H2 – сопряженный оператор к A12 и

(A∗12f1)(k, p) =
1
2
(f1(k) + f1(p)), f1 ∈ H1.

В этих предположениях операторная матрица Aµ является ограниченной и само-
сопряженной в H.

Пусть H0 := C. Для формулировки результата о существенном спектре операто-
ра Aµ введем семейство обобщенных моделей Фридрихса Aµ(k), k ∈ T3, действую-
щих в H0 ⊕H1 по правилу

Aµ(k) :=

A00(k)
µ√
2
A01

µ√
2
A∗01 A11(k)


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с матричными элементами

A00(k)f0 = w1(k)f0, (A01f1) =
∫

T3
f1(t) dt,

(A11(k)f2)(p) = w2(k, p)f1(p), fi ∈ Hi, i = 1, 2.

Очевидно, что оператор Aµ(k) ограничен и самосопряжен в H0 ⊕H1.
Используя известную теорему Вейля о сохранении существенного спектра при

возмущениях конечного ранга, имеем, что для существенного спектра оператора
Aµ(k) справедливо равенство σess(Aµ(k)) = [m(k),M(k)], где числа m(k) и M(k)
определены следующим образом:

m(k) := min
p∈T3

w2(k, p), M(k) := max
p∈T3

w2(k, p). (12)

При каждом фиксированном k ∈ T3 определим регулярную в C \ σess(Aµ(k))
функцию I(k; · ) как

I(k; z) :=
∫

T3

dt

w2(k, t)− z
.

Тогда определитель Фредгольма, ассоциированный с оператором Aµ(k), определя-
ется по формуле

∆µ(k; z) := w1(k)− z − µ2

2
I(k; z), z ∈ C \ σess(Aµ(k)).

Используя принцип Бирмана–Швингера и теорему Фредгольма, можно легко
утверждать, что для дискретного спектра оператора Aµ(k) имеет место равенство

σdisc(Aµ(k)) = {z ∈ C \ [m(k);M(k)] : ∆µ(k; z) = 0}.

Положим
Λµ :=

⋃
k∈T3

σdisc(Aµ(k)), Σµ := [0; 18] ∪ Λµ.

Следующая теорема [5]–[7] описывает местоположение существенного спектра
оператора Aµ.

Теорема 6. Для существенного спектра оператора Aµ имеет место равенство
σess(Aµ) = Σµ . Более того, множество Σµ представляет собой объединение не
более трех отрезков.

Теперь введем новые подмножества существенного спектра оператора Aµ.

Определение 1. Множества Λµ и [0; 18] называются двухчастичной и трехча-
стичной ветвями существенного спектра оператора Aµ соответственно.

4.2. Спектральные свойства семейства обобщенных моделей Фридрих-
са Aµ(k). Установим, что существует значение µ0 параметра µ такое, что только
для µ = µ0 оператор Aµ(0̄) имеет виртуальный уровень в точке z = 0, а оператор
Aµ(π̄) имеет виртуальный уровень в точке z = 18. При µ = µ0 покажем отсутствие
собственных значений оператора Aµ(k) для любых k. Мы изучаем количество, ме-
стоположение и существование собственных значений оператора Aµ(k) и получаем
асимптотическое разложение для определителя Фредгольма Aµ(k).
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Доказательство этих результатов подробно изложено в работе [6], поэтому во
избежание повторения мы приводим их без доказательств.

Известно, что при изучении спектральных свойств трехчастичного дискретного
оператора Шредингера Ĥ(K), описывающего систему трех одинаковых частиц (бо-
зонов), в основном опираются на детальный анализ дискретного оператора Шредин-
гера ĥ(k) системы двух одинаковых частиц (см., например, [13], [15]). Здесь k ∈ T3

и K ∈ T3 – полные квазиимпульсы системы двух и системы трех частиц соответ-
ственно. В частности, существенный спектр оператора Ĥ(K) описывается с помо-
щью спектра оператора ĥ(k). Бесконечность дискретного спектра оператора Ĥ(0)
доказывается при условии, что оператор ĥ(0) имеет виртуальный уровень на левом
краю существенного спектра. В настоящем случае роль двухчастичного оператора
Шредингера на решетке играет обобщенная модель Фридрихса Aµ(k). Из теоремы 6
видно, что, как и в случае операторов Шредингера, существенный спектр операто-
ра Aµ описывается с помощью спектра модели Aµ(k). Отметим, что обобщенная
модель Фридрихса Aµ(k) аналогична свойствам двухчастичного дискретного опе-
ратора Шредингера и обладает рядом свойств. Например, в этом разделе мы по-
казываем, что, в отличие от двухчастичного дискретного оператора Шредингера,
обобщенная модель Фридрихса Aµ0(0̄) имеет виртуальный уровень на левом краю,
а Aµ0(0̄) имеет виртуальный уровень на правом краю существенного спектра опера-
тора Aµ0 . Поэтому в данном случае некоторые понятия и свойства двухчастичного
дискретного оператора Шредингера переносятся с соответствующим изменением на
обобщенную модель Фридрихса.

Пусть 0̄ := (0, 0, 0) и π̄ := (π, π, π). Простые вычисления показывают, что функ-
ция w2( · , · ) имеет единственный невырожденный минимум в точке (0̄, 0̄) ∈ (T3)2

и невырожденный максимум в точке (π̄, π̄) ∈ (T3)2. Более того,

min
k,p∈T3

w2(k, p) = w2(0̄, 0̄) = 0, max
k,p∈T3

w2(k, p) = w2(π̄, π̄) = 18.

Из определения функции w1( · ) видно, что она также имеет единственный невы-
рожденный минимум в точке 0̄ ∈ T3 и максимум в точке π̄ ∈ T3. Очевидно, что

σess(Aµ(0̄)) =
[
0; 9

3
8

]
, σess(Aµ(π̄)) =

[
8
5
8
; 18
]
;

σdisc(Aµ(0̄)) =
{
z ∈ C \

[
0; 9

3
8

]
: ∆µ(0̄; z) = γ − z − µ2

2
I(0̄; z) = 0

}
;

σdisc(Aµ(π̄)) =
{
z ∈ C \

[
8
5
8
; 18
]

: ∆µ(π̄; z) = 6 + γ − z − µ2

2
I(π̄; z) = 0

}
.

Следовательно,

min
k∈T3

σess(Aµ(k)) = 0, max
k∈T3

σess(Aµ(k)) = 18.

С помощью экстремальных свойств функции w2( · , · ), а также теоремы о пре-
дельном переходе под знаком интеграла Лебега получим, что существует конечный
положительный предел

lim
z→−0

∫
T3

dt

w1(0̄, t)− z
=
∫

T3

dt

w1(0̄, t)
.
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Для δ > 0 положим
Uδ(0̄) := {p ∈ T3 : |p| < δ}.

Пусть

µ0
l (γ) :=

√
γ

(∫
T3

dt

w1(0̄, t)

)−1/2

при γ > 0,

µ0
r(γ) :=

√
12− γ

(∫
T3

dt

w1(0̄, t)

)−1/2

при γ < 12.

Замечание 4. В силу определения чисел µ0
l (γ) и µ0

r(γ) имеем:
• µ0

l (γ) < µ0
r(γ), если γ ∈ (0; 6);

• µ0
l (γ) = µ0

r(γ), если γ = 6;
• µ0

l (γ) > µ0
r(γ), если γ ∈ (6; 12).

Через C(T3) и L1(T3) обозначим банаховы пространства соответственно непре-
рывных и интегрируемых функций, определенных на T3.

Определение 2. Пусть γ ̸= 0. Говорят, что оператор Aµ(0̄) имеет виртуальный
уровень в точке z = 0 (или резонанс с нулевой энергией), если число λ = 1 является
собственным значением интегрального оператора

(Gµψ)(q) =
µ2

γ

∫
T3

ψ(t) dt
ε(t/2) + ε(t)

, ψ ∈ C(T3),

и по крайней мере одна (с точностью до константы) соответствующая собственная
функция ψ( · ) удовлетворяет условию ψ(0̄) ̸= 0.

Определение 3. Пусть γ ̸= 12. Говорят, что оператор Aµ(π̄) имеет виртуаль-
ный уровень в точке z = 18, если число λ = 1 является собственным значением
интегрального оператора

(G′µϕ)(q) =
µ2

γ − 12

∫
T3

ϕ(t) dt
ε((π̄ + t)/2) + ε(t)− 12

, ϕ ∈ C(T3),

и по крайней мере одна (с точностью до константы) соответствующая собственная
функция ϕ( · ) удовлетворяет условию ϕ(π̄) ̸= 0.

Замечание 5. Число 1 является собственным значением оператора Gµ (соот-
ветственно G′µ) тогда и только тогда, когда µ = µ0

l (γ) (соответственно µ = µ0
r(γ)).

Следовательно, оператор Aµ(0̄) (соответственно Aµ(π̄)) имеет виртуальный уровень
в точке z = 0 (соответственно z = 18) тогда и только тогда, когда µ = µ0

l (γ) (соот-
ветственно µ = µ0

r(γ)).

Заметим, что в определении 2 требование наличия собственного значения λ = 1
оператора Gµ соответствует существованию решения уравнения Aµ(0̄)f = 0, а из
условия ψ(0̄) ̸= 0 следует, что решение f = (f0, f1) этого уравнения не принадлежит
пространству H0 ⊕ H1. Иными словами, если оператор Aµ(0̄) имеет виртуальный
уровень в точке z = 0, то вектор-функция f = (f0, f1), где

f0 = const ̸= 0, f1(q) = − µf0
ε(q/2) + ε(q)

,

удовлетворяет уравнению Aµ(0̄)f = 0 и f1 ∈ L1(T3) \ L2(T3).
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Аналогично, если оператор Aµ(π̄) имеет виртуальный уровень в точке z = 18, то
вектор-функция f = (f0, f1), где

f0 = const ̸= 0, f1(q) = − µf0
ε((π̄ + q)/2) + ε(q)− 12

,

удовлетворяет уравнению Aµ(π̄)f = 18f и f1 ∈ L1(T3) \ L2(T3).

Теорема 7. А. Если γ 6 0, то для любого µ > 0 оператор Aµ(0̄) имеет един-
ственное отрицательное собственное значение.

Б. Если γ > 0, справедливы следующие утверждения:
• для любого µ ∈ (0;µ0

l (γ)) оператор Aµ(0̄) не имеет отрицательных соб-
ственных значений;

• если µ = µ0
l (γ), оператор Aµ(0̄) имеет виртуальный уровень в точке z = 0;

• для любого µ > µ0
l (γ) оператор Aµ(0̄) имеет единственное отрицательное

собственное значение.

Теорема 8. А. Если γ > 12, то для любого µ > 0 оператор Aµ(π̄) не имеет
собственных значений больше 18.

Б. Если γ < 12, справедливы следующие утверждения:
• для любого µ ∈ (0;µ0

r(γ)) оператор Aµ(π̄) не имеет собственных значений
больше 18;

• если µ = µ0
r(γ), оператор Aµ(π̄) имеет виртуальный уровень в точке z = 18;

• для любого µ > µ0
r(γ) оператор Aµ(π̄) имеет единственное собственное зна-

чение, лежащее в (18; +∞).

Так как µ0
l (6) = µ0

r(6), полагая µ0 := µ0
l (6), из теорем 7, 8 получим

Следствие 1. А. Если γ ∈ (0; 6), для µ = µ0
l (γ) оператор Aµ(0̄) имеет вирту-

альный уровень в точке z = 0 и оператор Aµ(π̄) не имеет собственных значений
больше 18.

Б. Если γ = 6, для µ = µ0 операторы Aµ(0̄) и Aµ(π̄) имеют виртуальные уровни
в точках z = 0 и z = 18 соответственно.

В. Если γ ∈ (6; 12), для µ = µ0
r(γ) оператор Aµ(0̄) имеет единственное отри-

цательное собственное значение и оператор Aµ(π̄) имеет виртуальный уровень
в точке z = 18.

Теорема 9. Для любого k ∈ T3 оператор Aµ0(k) не имеет собственных значе-
ний, лежащих в (−∞; 0) ∪ (18; +∞).

Следующее разложение играет важную роль при доказательстве основных ре-
зультатов работы.

Теорема 10. Имеет место разложение

∆µ0(k; z) =
32π2µ2

0

5
√

5

√
6
5
|k|2 − 2z +O(|k|2) +O(|z|), |k| → 0, z ↗ 0, (13)

∆µ0(k; z) = −32π2µ2
0

5
√

5

√
6
5
|k − π̄|2 + 2(18− z) +

+O(|k − π̄|2) +O(|z − 18|), |k − π̄| → 0, z ↘ 18. (14)
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4.3. Принцип Бирмана–Швингера. Для любого λ ∈ R определим число
n(λ,Aµ) как

n(λ,Aµ) = sup{dimF : (Aµu, u) > λ, u ∈ F ⊂ H, ∥u∥ = 1}.

Число n(λ,Aµ) равно бесконечности, если λ < maxσess(Aµ), а если число n(λ,Aµ)
конечно, то оно равно числу собственных значений оператора Aµ, больших чем λ,
с учетом кратности.

Обозначим через τmin(Aµ) и τmax(Aµ) соответственно нижнюю и верхнюю грани
существенного спектра σess(Aµ) оператора Aµ, т. е.

τmin(Aµ) :≡ minσess(Aµ), τmax(Aµ) :≡ maxσess(Aµ).

По определению числа N(a;b)(Aµ) имеем

N(−∞;z)(Aµ) = n(−z,−Aµ), −z > −τmin(Aµ),

N(z;+∞)(Aµ) = n(z,Aµ), z > τmax(Aµ).

Отметим, что для любых k ∈ T3 и z < τmin(Aµ) (соответственно z > τmax(Aµ)),
функция ∆µ(k; z) (соответственно −∆µ(k; z)) положительна и, следовательно, су-
ществует ее положительный квадратный корень.

В исследованиях дискретного спектра оператора Aµ основную роль играет ком-
пактный (симметризованный) оператор Tµ(z), z ∈ R \ [τmin(Aµ); τmax(Aµ)], действу-
ющий в L2(T3) как интегральный оператор:

(Tµ(z)g)(p) =
µ2

2
√

∆µ(p; z)

∫
T3

g(t) dt√
∆µ(t; z)(w2(p, t)− z)

, z < τmin(Aµ),

(Tµ(z)g)(p) = − µ2

2
√
−∆µ(p; z)

∫
T3

g(t) dt√
−∆µ(t; z)(w2(p, t)− z)

, z > τmax(Aµ).

Следующая лемма является реализацией известного принципа Бирмана–Швин-
гера для оператора Aµ (см. [5], [10], [11], [14]–[17]).

Лемма 4. При всех z ∈ R \ [τmin(Aµ); τmax(Aµ)] оператор Tµ(z) является ком-
пактным и непрерывным по z и справедливы равенства

N(−∞;z)(Aµ) = n(1, T̂µ(z)) при z < τmin(Aµ),

N(z;+∞)(Aµ) = n(1, T̂µ(z)) при z > τmax(Aµ).

Эта лемма доказывается аналогично соответствующей лемме из работы [5].

4.4. Асимптотика дискретного спектра. В этом пункте мы следуем методу
Соболева [10], чтобы получать асимптотику для числа собственных значений опе-
ратора Aµ0 , лежащих левее z, z < 0, и правее z, z > 18.
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Пусть S2 – единичная сфера в R3 и

Sr : L2((0, r), σ0) → L2((0, r), σ0), r > 0, σ0 = L2(S2),

– интегральный оператор с ядром

S(t; y) =
25

8π2
√

6
1

5 cos(hy) + t
, y = x− x′, x, x′ ∈ (0, r), t = (ξ, η), ξ, η ∈ S2.

Для λ > 0 определим

U(λ) =
1
2

lim
r→∞

r−1n(λ, Sr).

Существование последнего предела и доказательство факта U(1) > 0 изложены
в работе [10].

Для полноты мы приведем следующую лемму, доказанную в работе [10].

Лемма 5. Пусть задан оператор вида B(z) = B0(z)+B1(z), где B0(z) (соответ-
ственно B1(z)) является компактным и непрерывным при z < 0 (соответственно
z 6 0) в сильной операторной топологии. Предположим, что для функции f( · ),
f(z) → 0, z → 0, имеет место равенство

lim
z→−0

f(z)n(γ,B0(z)) = l(γ),

где функция l( · ) определена и непрерывна в (0; +∞). Тогда аналогичный предел
существует для B(z) и имеет место равенство

lim
z→−0

f(z)n(γ,B(z)) = l(γ).

Лемма 6. Существуют положительные числа C1 , C2 , C3 и δ такие, что име-
ют место следующие неравенства:

а) C1(|p|2 + |q|2) 6 w2(p, q) 6 C2(|p|2 + |q|2) для любых p, q ∈ Uδ(0̄);
б) w2(p, q) > C3 для любых (p, q) /∈ Uδ(0̄)× Uδ(0̄);
в) C1(|p−π̄|2+|q−π̄|2) 6 18−w2(p, q) 6 C2(|p−π̄|2+|q−π̄|2) для любых p, q ∈ Uδ(π̄);
г) 18− w2(p, q) > C3 для любых (p, q) /∈ Uδ(π̄)× Uδ(π̄).

Доказательство. Из определения функции w2( · , · ) получим асимптотические
разложения

w2(p, q) =
5
8
|p|2 +

1
4
(p, q) +

5
8
|q|2 +O(|p|4) +O(|q|4), |p|, |q| → 0,

и

w2(p, q) = 18−
(

5
8
|p− π̄|2 +

1
4
(p− π̄, q − π̄) +

5
8
|q − π̄|2

)
+

+O(|p− π̄|4) +O(|q − π̄|4), |p− π̄|, |q − π̄| → 0.

Тогда существуют числа C1, C2, C3 > 0 и δ-окрестности точек p = 0̄ ∈ T3 и p = π̄ ∈ T3

такие, что выполняются неравенства “а”–“г”. �
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Из определения чисел µ0
l (γ) и µ0

r(γ) можно легко получить, что µ0
l (6) = µ0

r(6).
Положим µ0 := µ0

l (6).
Основным результатом настоящей работы является следующая теорема.

Теорема 11. Верны следующие соотношения:

♯(σdisc(Aµ0) ∩ (−∞, 0)) = ♯(σdisc(Aµ0) ∩ (18,∞)) = ∞,

lim
z↗0

N(−∞,z)(Aµ0)
| ln |z| |

= lim
z↘18

N(z,∞)(Aµ0)
| ln |z − 18| |

= U(1).
(15)

Доказательство. Видно, что в силу равенств (15) бесконечность частей дис-
кретного спектра оператора Aµ0 , расположенных в (−∞; 0) и (18; +∞), автоматиче-
ски вытекает из положительности числа U(1). Поэтому выводим асимптотику (15)
для числа собственных значений оператора Aµ0 . Сначала найдем асимптотическое
выражение для n(1, Tµ0(z)) при z ↘ 18, асимптотика для n(1, Tµ0(z)) при z ↗ 0
получается аналогично. Изучение спектральных свойств оператора Tµ0(z) сводится
к изучению спектральных свойств оператора T (1)(r), которые рассмотрены в ра-
боте [5].

Пусть T (δ; |z − 18|) : L2(T3) → L2(T3) – интегральный оператор с ядром

5
√

5
8π2

χδ(p− π̄)χδ(q − π̄)((6/5)|p− π̄|2 + 2|z − 18|)−1/4((6/5)|q − π̄|2 + 2|z − 18|)−1/4

5|p− π̄|2 + 2(p− π̄, q − π̄) + 5|q − π̄|2 + 8|z − 18|
,

где χδ( · ) – характеристическая функция множества Uδ(0̄). Используя теорему 10
и лемму 6, легко можно установить, что для любого z > 18 и при малых δ > 0 раз-
ность Tµ0(z) − T (δ; |z − 18|) является оператором Гильберта–Шмидта и она непре-
рывна в сильной операторной топологии в точке z = 18.

Пространство всех функций f , носители которых лежат в Uδ(π̄), является инва-
риантным подпространством оператора T (δ; |z − 18|). Пусть T (0)(δ; |z − 18|) – суже-
ние оператора T (δ; |z − 18|) на подпространство Uδ(π̄), т. e. интегральный оператор,
действующий в L2(Uδ(π̄)) с ядром

5
√

5
8π2

((6/5)|p− π̄|2 + 2|z − 18|)−1/4((6/5)|q − π̄|2 + 2|z − 18|)−1/4

5|p− π̄|2 + 2(p− π̄, q − π̄) + 5|q − π̄|2 + 8|z − 18|
.

С помощью унитарного оператора

Br : L2(Uδ(π̄)) → L2(Ur(0̄)), (Brf)(p) = r−3/2f

(
δ

r
(p− π̄)

)
,

легко показать, что оператор T (0)(δ; |z− 18|) унитарно эквивалентен интегральному
оператору T (1)(r), r = |z − 18|−1/2, действующему в L2(Ur(0̄)), с ядром

5
√

5
8π2

((6/5)p2 + 2)−1/4((6/5)q2 + 2)−1/4

5p2 + 2(p, q) + 5q2 + 8
.

Аналогично оператор Tµ0(z), z < 0, сводится к оператору T (1)(r) с r = |z|−1/2.
В работе [5] доказано, что

lim
r→∞

| ln r|−1n(1, T (1)(r)) = U(1).

Теперь доказательство теоремы вытекает из лемм 4, 5. �
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5. РЕШЕТЧАТЫЕ СИСТЕМЫ С НЕСОХРАНЯЮЩИМСЯ
ОГРАНИЧЕННЫМ ЧИСЛОМ ЧАСТИЦ

Как мы отмечали в разделе 1, в непрерывном пространстве и на решетке имеются
в определенном смысле более интересные задачи, возникающие в задачах физики
твердого тела [2], квантовой теории поля [3] и статистической физики [4], в которых
число частиц не сохраняется. В то же время изучение таких решетчатых систем
(в случае не более трех частиц) сводится к изучению спектральных свойств самосо-
пряженных операторных (3× 3)-матриц вида

Hµ :=

 A00 µA01 µA02

µA∗01 A11 µA12

µA∗02 µA∗12 A22

 ,

действующих в гильбертовом пространствеH0⊕H1⊕H2. Здесь матричные элементы
Aij : Hj → Hi, i 6 j, i, j = 0, 1, 2, определены следующим образом:

A00f0 = w0f0, A01f1 =
∫

T3
v(t)f1(t) dt, A02 = 0,

(A11f1)(p) = w1(p)f1(p), (A12f2)(p) =
∫

T3
v(t)f2(p, t) dt,

(A22f2)(p, q) = w2(p, q)f2(p, q), fi ∈ Hi, i = 0, 1, 2.

При этом w0 ∈ R, µ > 0 – параметр взаимодействия, v( · ), w1( · ) – вещественнознач-
ные непрерывные функции на T3, w2( · , · ) – вещественнозначная непрерывная сим-
метричная функция на (T3)2.

В современной математической физике операторы A01, A12 называются операто-
рами уничтожения, а A∗01, A∗12 – операторами рождения. Оператор уничтожения
снижает количество частиц в заданном состоянии на единицу, а оператор рождения
увеличивает число частиц в данном состоянии на единицу и является сопряженным
к оператору уничтожения. Такие операторы имеют широкое применение в кванто-
вой механике, в частности при изучении квантовых гармонических осцилляторов
и систем многих частиц [25]. Подчеркнем, что в данном случае, число рождений
и уничтожений равно единице, это означает, что Aij = 0 при |i − j| > 1. Следует
заметить, что если параметры w0, w1(·) и w3(·, ·) оператора Hµ определены как

w0 = εs, w1(p) = −εs + ω(p), w2(p, q) = −εs + ω(p) + ω(q),

то с помощью полученного оператора можно подробно исследовать спектральные
свойства решетчатой модели светового излучения с неподвижным атомом и не бо-
лее чем двумя фотонами [26], [27]. Здесь s = ±, ε > 0, w(p) – энергия фотона
с импульсом p (дисперсия свободного поля), а v( · ) – некоторая непрерывная функ-
ция (связанная с взаимодействием между атомом и фотонами).

Известно, что в импульсном представлении трехчастичный дискретный оператор
Шредингера Ĥ действует в гильбертовом пространстве L2((T3)3). После выделения
полного квазиимпульса системы K ∈ T3 оператор Ĥ разлагается в прямой опера-
торный интеграл (см., например, [14]–[17])

Ĥ =
∫

T3
⊕Ĥ(K) dK,
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где ограниченный самосопряженный оператор Ĥ(K), K ∈ T3, действует в гильбер-
товом пространстве L2(ΓK) (ΓK ⊂ (T3)2 – некоторое многообразие).

Отметим, что матричный оператор Hµ обладает основными спектральными свой-
ствами трехчастичного дискретного оператора Шредингера Ĥ(0), где роль двухча-
стичного дискретного оператора Шредингера играет обобщенная модель Фридрих-
са [5], [6]. По этой причине гильбертово пространство H0 ⊕ H1 ⊕ H2 называет-
ся трехчастичным обрезанным подпространством бозонного пространства Фока
Fs(L2(T3)) над L2(T3), а матричный оператор Hµ называется гамильтонианом си-
стемы с не более чем тремя частицами на решетке.

Часто приходится пользоваться матрицами, разбитыми на прямоугольные ча-
сти – “клетки” или “блоки”. Разобьем операторную матрицу H на прямоугольные
блоки и представим ее в виде суммы двух операторных матриц:

Hµ =

(
Â00 µÂ01

µÂ∗01 Âµ

)
=
(

0 0
0 Âµ

)
︸ ︷︷ ︸

=:H0
µ

+

(
Â00 µÂ01

µÂ∗01 0

)
︸ ︷︷ ︸

=:Vµ

с матричными элементами

Â00 := A00, Â01 := (A01 0), Âµ :=
(
A11 µA12

µA∗12 A22

)
.

Из определения операторов Aµ и Âµ видно, что если

v(p) ≡ 1, w1(p) = ε(p) + γ, w2(p, q) = ε(p) + ε

(
1
2
(p+ q)

)
+ ε(q),

а функция дисперсии ε( · ) имеет вид (11), то Aµ ≡ Âµ.
Так как операторы A00 и A01 являются одномерными, оператор Vµ двумерный.

Следовательно, в силу теоремы Вейля о сохранении существенного спектра при
возмущениях конечного ранга существенный спектр оператора Hµ совпадает с су-
щественным спектром оператора Aµ.

Поскольку rankVµ = 2, в силу леммы 1 получим, что при всех z ∈ ρ(Hµ) ∩ ρ(H0
µ)

для ранга разности резольвент справедливо равенство

rank((Hµ − zI)−1 − (H0
µ − zI)−1) = 2,

где I – единичный оператор вH. Следовательно, операторыHµ иH0
µ удовлетворяют

условиям теоремы 1. Тогда, учитывая равенство σdisc(H0
µ) = {0} ∪ σdisc(Aµ), имеем

lim
z↗τmin(Aµ)

N(−∞,z)(Hµ)
N(−∞,z)(Aµ)

= lim
z↘τmax(Aµ)

N(z,+∞)(Hµ)
N(z,+∞)(Aµ)

= 1.

Теперь из теоремы 11 следует, что

♯(σdisc(Hµ0) ∩ (−∞, 0)) = ♯(σdisc(Hµ0) ∩ (18,∞)) = ∞.

Причем имеет место логарифмическая асимптотика следующего вида для числа
собственных значений оператора Hµ0 :

lim
z↗0

N(−∞,z)(Hµ0)
| ln |z| |

= lim
z↘18

N(z,∞)(Hµ0)
| ln |z − 18| |

= U(1).
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Таким образом, результаты, полученные в разделах 2 и 4, играют важную роль
при исследовании существенного и дискретного спектров операторов энергии систе-
мы с несохраняющимся ограниченным числом частиц на решетке (в случае не более
трех частиц) и решетчатой модели “спин–бозон” с не более двумя фотонами.
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