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To‘lgin RASULOV Xaydar RASULOV
Buxoro davlat universiteti Buxoro davlat universiteti
matematik analiz kafedrasi professori matematik analiz kafedrasi dotsenti

FUNKSIYANING TO‘LA O¢ZGARISHINI HISOBLASHDAGI ASOSIY QOIDALAR

Mazkur magolada oliy ta’lim muassasalari matematika ta’lim yo ‘nalishida tahsil olayotgan bakalavr
va magistrlar uchun “Funksional analiz” va “Matematik analizning tanlangan boblari” fanlarining muhim
bo ‘limlaridan biri “O ‘zgarishi chegaralangan funksiyalar” bo ‘limini o ‘gitishga oid ayrim metodik tavsiyalar
berilgan. To ‘la variatsiyani hisoblashning asosiy qoidalari bayon gilingan va bazi qoidalar isbotlari bilan
keltirilgan. Mavzuni oson o zlashtirish imkonini beruvchi bir gator interfaol usullar va ularning go ‘llanilishi
hagida fikr-mulohazalar yuritilgan. Keltirilgan asosiy qoidalar yordamida yechiladigan misollardan
namunalar taqdim gilingan.

Kalit sezlar: to‘la o ‘zgarish, Stilt'es integrali, o zgarishi chegaralangan funksiya, interfaol usullar,
kichik guruhlarda ishlash, mosini top.

B smoii cmamwve npedcmasnenvl Hekomopble MemooudecKue peKoMeHOayuu no npenooasanuio Kypca
“@yuxyuu ¢ oepaHuyeHHbIMU USMEHEHUAMU ", AGTAIOUWULICS BadCHOU enagol “DyHKYUuoHANbHO20 ananuza’ u
“U3bpannbix 2nas mamemamuyecko2o anaiusa’” 0isi 6aKaiaspos u MacuCmpos 8blCUUX Y14eOHbIX 3a8e0eHUll.

ﬂaHbl OCHOBHblE Npasula 6bl4UCTIERUA NoJIHOU eapuayuu u npuee()eﬂbl ooxaszamenbcmed HEKOmMOopblX npaeul.
Pexomenoosan pﬂa UHMEPAKmMUBHbIX Memodoe, Komopble no360JIAI0N JIECKO YC60UNb MeMY U ee NPpUMEHEHUe.
Hpu@edeﬂbl npumepbsl, KOmopble MONCHO peutumbsb, UCNOIb3Y 5 npueeéeHHbze OCHOBHblE npasua.

Knroueevie cnoea: nonnas eapuayus, uHmeepanl Cmuﬂmbeca, qbyHKI/;uﬂ C O2pAHUYEHHbIMU
USMEHEHUAMU, UHMEPAKMUBHblE M€m0()bl, pa60ma 6 MAJblX cpynnax, nOUCK coomeemcmeyrouieco.

This article provides some methodological recommendations for teaching “Bounded Variable
Functions”, which is the important chapter of the “Functional Analysis” and “Selected Chapters of
Mathematical Analysis” for bachelors and masters studying mathematics in higher education institutions. The
basic rules for calculating complete variation are explained and some rules are presented with proof.
Discussed a number of interactive methods that allow easy mastering of the topic and given feedbacks on their
application. Examples are provided that can be solved using the basic rules that are given.

Key words: full change, Stiltes integral, change bounded function, interactive methods, work in small
groups, find a match.

Kirish. Ta’lim jarayonida zamonaviy pedagogik texnologiyalarni go‘llashdan magsad talabani darsda
faol ishlovchiga aylantirish, o‘quv materialini shunchaki yod olishlaridan, takrorlashlardan uzoglashtirib,
mustaqgil va ijodiy faoliyatini rivojlantirishdan iborat. Shundagina talabalar muhim hayotiy yutug va
muammolar, o‘tiladigan mavzularning amaliyotga tadbig‘i bo‘yicha oz fikriga ega bo‘ladi, o‘z nuqtayi-
nazarini asoslab bera oladi.

Ta’limda o‘gituvchi interfaol metodlardan mavzuga muvofigini tanlay bilishi muhim hisoblanadi.
Oc‘qgituvchi interfaol metodlardan, avvalo, oddiydan murakkabga o‘tish nazariyasiga amal gilgan holda
foydalanmog‘i lozim. O‘z navbatida ilg‘or pedagogik texnologiyalar asosida tashkil etilgan darslar talabalar
bilimining yaxlit o‘zlashtirilishiga yordam beradi. Talaba tafakkurini o°stiradi, mustaqil, ijodiy fikrlashga
o‘rgatadi.

Mazkur magolada oliy ta'lim muassasalari 5130100 - matematika ta’lim yo‘nalishida o‘gitiladigan
“Matematik analiz”, “Funksional analiz” va “Matematik analizning tanlangan boblari” fanlarining muhim
bo‘limlaridan biri bo‘lgan “O‘zgarishi chegaralangan funksiyalar” bo‘limini o‘qitishda funksiyaning to‘la
o‘zgarishini hisoblashda qulaylik tug‘diruvchi asosiy qoidalar hamda bu bo‘limni o‘qgitishda go‘llaniladigan
interfaol usullar muhokama gilinadi.

Talabalarda mavzu va uning amaliy ahamiyatiga doir to‘liq tasavvur paydo bo‘lishi o‘zgarishi
chegaralangan funksiyalarning tatbigi hagida qisqacha ma’lumot keltiramiz. So‘ngra o‘zgarishi chegaralangan
funksiya va to‘la o‘zgarishga oid ma’lumotlarni keltiramiz hamda funksiya to‘la o‘zgarishini hisoblashning
asosiy xossalarini sanab o‘tamiz. Shuni alohida aytib o‘tish joizki, to‘la o°zgarishni ta’rif yordamida hisoblash
ancha giyin masala hisoblanadi. Magolada keltirilgan qoidalar esa funksiya to‘la o‘zgarishini juda qulay usul
bilan hisoblash imkonini beradi. Talabalarning mavzuni o‘zlashtirganlik darajasini aniglash imkonini beruvchi
bir gator interfaol usullar va ularning go‘llanilishi hagida fikr-mulohalar yuritamiz.

Asosiy gism. Riman integrali matematik analizning asosiy mavzularidan biri bo‘lib, amaliy tatbigining
kengligi bilan fanda muhim o‘rin tutadi. Oz navbatida Riman integralining umumlashmasi bo‘lgan Stiltes
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integralini o‘rganishda fanga birinchi bo‘lib S.Jordan tomonidan kiritilgan chekli o‘zgarishga ega funksiyalar
asosiy vazifani bajaradi [1, 3].
Chekli o‘zgarishga ega funksiyalar fagatgina Stiltes integralini o‘rganishda emas, balki matematik
analizning boshga ko‘plab masalalarida ham muhim ahamiyatga ega [1, 3].
Masalan, egri chizigli integrallarni hisoblash masalasini ko‘rib chigaylik. ¢4 (t) va ¢, (t) funksiyalar
[a, b] kesmada uzluksiz va chekli variatsiyaga ega bo‘lsin. U holda
x=@1(0),
y = @2(t)

funksiyalar t; < t < t, oraligda (x, y) tekisligida C to‘g‘rilanuvchi egri chizigni ifodalaydi.
P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar C yoy joylashgan biror sohada uzluksiz bo‘lsin. U holda egri chizigli
integral quyidagicha yoziladi:

f P(x,y)dx + Q(x,y)dy =
t2

%)
[ P@:10.0:0080:0 + [ €@10.0: 000, ®.
tq tq
1909-yilda Riss tomonidan [a, b] oraliqda berilgan uzluksiz f(x) funksiyalar fazosida aniglangan
ixtiyoriy chizigli funksional U[f], elementlar orasidagi masofa

P(f1.f2) = max|fq(t) — f2(D)]

. . . a<t<b
bo‘lsa, u Stiltes integrali

Ulf] = f FOOde()

orgali ifodalanadi, bunda ¢ (x) o‘zgarishi chegaralangan U|[f] orgali aniglanadigan funksiya.

Bundan tashqari, yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan Lebeg integralini differensiallash masalasi
monoton funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin bo‘lgan funksiyalar sinfni o‘rganishga olib keladi.
16.1-teoremaga ko‘ra, har ganday o‘zgarishi chegaralangan funksiyani ikkita monoton kamaymaydigan
funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin. Yoki massasi biror [a, b] kesma tagsimlangan moddiy
jismning og‘irlik markazini topish masalasini ko‘rib chigaylik. Hajmning dv elementida dm(x) massa mos
kelsin va M qaralayotgan [a, b] kesmaning umumiy massasi bo‘Isin.

U holda

b
M =fdm(x)

bo‘ladi hamda uning og‘irlik markazi
b
1 f p
T m(x)
a

ga teng.

Ushbu Keltirilganlar Stiltes integrali bo‘lib, ularni o‘rganishda o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar
muhim ahamiyat kasb etadi.

Rejada belgilanganidek, o°zgarishi chegaralangan fuksiyalarning to‘la variatsiyasini hisoblashda
talabalarga qulaylik tug‘diruvchi quyidagi xossalarni sanab o‘tamiz:

1-qoida: agar f(x) funksiya [a, b] kesmada monoton bo‘lsa, u holda uning o‘zgarishi chegaralangan
bo‘lib, to‘la o‘zgarishi

b
\/ 1n=1r® - f@

ga teng bo‘ladi;
2-goida: agar [a, b] kesmada aniglangan f(x) funksiya [a, b) yarim ochiq oraligda monoton bo‘lsa,
uning o‘zgarishi chegaralangan bo‘lib,
b

\/1A1=15® - 0) - @1 + 1£®) — £b - 0)]

ga teng bo‘ladi;



3-qoida: agar [a, b] kesmada aniglangan f(x) funksiya (a, b] yarim ochiq oraligda monoton bo‘lsa,
uning to‘la o‘zgarishi chegaralangan bo‘lib,
b

\/if1=1f @+0)—f @I +If (B~ f (@ + 0)]
ga teng bo‘ladi; ‘
4-qoida: agar [a, b] kesmada aniglangan f(x) funksiya (a, b) ochiq oraligda monoton bo‘lsa, uning
to‘la o‘zgarishi chegaralangan bo‘lib,
b

\/[f] =|f(a+0) - f(a)| +|f (b—0)— f(a+0)

a
+f (b) — f (b —0)

ga teng bo‘ladi.

Matematik analizning tanlangan boblariga bag‘ishlangan juda ko‘plab adabiyotlarda 1-goidaning isboti
batafsil keltirilgan. Birog, 2, 3, 4-qoidalarning isbotlari deyarli uchramaydi. Shu sababli 2-qoidaning to‘lig
isbotini keltirishni lozim topdik. Chunki, uni isbotlashda go‘llaniladigan usullar talabalarda fanni yanada
chuqurrog o‘rganishlariga ijobiy ta’sir ko‘rsatadi [3].

Isbot. [a, b] kesmaning ixtiyoriy bo‘linishini garaymiz. Funksiyaning [a, b] yarim ochiq oraligda
monoton ekanligidan foydalansak, quyidagiga ega bo‘lamiz.

Zv(xo fexil = meo f G|+ 1F®) = f(xn )] =

= |f (xn- 1) f@|+1fb) — f(xn-1)I.

Endiyp(x) = |f(x) — f(a)| + |f(b) — f(x,-1)|, x € [a, b) funksiyaning [a, b) yarim ochiq oraliqda
monoton kamayuvchi ekanligini ko‘rsatamiz.

Buning uchun [a, b) oraligda yotuvchi ixtiyoriy x; < x nugtalar uchun ¥(x;) —¢P(x1) =0
ekanligini ko‘rsatish yetarli.

Y(xz) = |f(x2) — f(@)| + If(b) — fF(x2)| = |f(x2) — fF(x1) + f(x1) = fa)]
+If(b) = f(x1) = f(x2) + fx))| = |f(x2) = fF(xD| + [f (x1) — f(@)]

+|f(b) — f(x1) — (f(xz) - f(x1))|-

Ushbu tenglikdagi oxirgi tenglik f(x) funksiyaning [a, b) oraligdagi monoton (ya’ni f (x3) — f (x1)
bilan f (x1) — f (@) ning ishoralari bir xil) ekanligidan kelib chigadi.

Ixtiyoriy A va B sonlar uchun

|A—-B|=|A| - |B]
ekanligidan foydalanib
Y(x2) — Px1) = |f (b)) — fF(x)—fx2) = fF (x| +
HFG) = f)I=If(B)— fxD[<0

tengsizlikni hosil gilamiz. Bu esa ¥ (x) funksiyaning [a, b) oraligda monoton kamayadigan ekanligini
ishotlaydi.

Yuqorida Kkeltirilgan tengsizlik va ¥ (x) funksiyaning [a, b) oraliqgda monoton kamayuvchi ekanligidan

n

supmei)—f(xi D= sup_ P Gnr) = (b0

a<xy_— 1<

tenglik kelib chlqadl Funk5|ya to‘la o°zgarishining ta’rifiga ko‘ra, quyidagiga ega bo‘lamiz:

\/[f] =ypb-0)=|f(b-0)—f(@)|+]|f (b)—f(b-0)|

a

Bu esa 2-qoidani to‘g‘ri ekanligini isbotlaydi. 3-qoida ham shu kabi isbotlanadi. 1-, 2- va 3-qoidalardan
foydalanib 4-qoida ham isbotlanadi.

Muhokamalar va natijalar. Endi mavzuga mos interfaol usullarni tanlash va ularni go‘llash masalasini
garaymiz. Dastlabki metod “Kichik guruhlarda ishlash” metodi bo‘lib, u talabalarni birgalikda ishlashga
o‘rganish nagadar muhim ekanligini tushunishga yordam beradi. Bu metod bilan o‘quv mashg‘ulotlarini
tashkil qilish an’anaviy o‘quv mashg‘ulotlari o‘tishga garaganda ancha samarali ekanligini kuzatish mumkin.

Aslida talabalarni kichik guruhlarga bo‘lib, o‘qitishning o°zi yetarli emas. Kutilgan natijaga erishish
uchun yana ikki komponent — guruhni rag‘batlantirish va shaxsiy mas’uliyatni his qilish mexanizmi hamda uni
rag‘batlantirish tizimini ishlab chiqish zarur. Kichik guruhlarga bo‘linib, o‘quv mashgulotlarini o‘tish
metodining bir gancha variantlari yoki modellari mavjud. Ulardan birinchisi guruhlarning o‘quv materialini
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o‘zlashtirish natijasini yaxshilashga garatilgan. Bu metodni “O*zgarishi chegaralangan funksiyalar” bo‘limini
o‘gitish misolida tahlil gilamiz. Talabalarga yuqoridagi ma’lumotlar taqdim qilingach, talabalar kichik
guruhlarga ajratiladi va ularga topshiriglar beriladi.

Masalan, 28 nafar talabadan tashkil topgan guruh to‘rta kichik guruhlarga bo‘linadi. Quyidagi
topshiriqglar talabalar e’tiboriga havola gilinadi:

f(x) funksiyaning [a, b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan ekanligini ko‘rsating va to‘la o‘zgarishini
toping.

1- topshiriq. x € [ 7, ],

2 T
_ ) X = E:
f(x) = x T
coSs (E + , X F E
2-topshirig. x € [-2,2]],
2, x=-2,
F(®) _{2x+3, x#0.
3- topshirig. x € [0, 5],
0, x=0,
f) = {Sx +e*+In(x+1), x+0.
4-topshirig. x € [—3, 3],

5 x=0,
2
x)=<x“+10
U —, x ¥+ 3.
x+5

Avvaldan tanlab olingan topshiriglarni bajarish uchun talabalar avvalo to‘la variatsiyani hisoblash
qgoidalari orasidan topshirigga mosini tanlay bilishi va uni to‘g‘ri tatbiq qilishi talab gilinadi. Mazkur holatda
1-topshiriq 2-goida bo‘yicha, 2-topshiriq 3-goida bo‘yicha, 3-topshiriq 1-goida bo‘yicha va nihoyat 4-topshiriq
3-qoida bo‘yicha yechiladi [3].

Guruhni Kichik guruhlarga bo‘lib ishlash orgali o‘zaro axborot almashinuvi muntazam amalga
oshiriladi, g‘oya va fikrlarni yig‘ish hamda o‘rtoqlashish ta’minlanadi. Tadqiqot natijalari guruhda ishlash
individual ishlashga garaganda yaxshirog samara berishini ko‘rsatmoqda.

Qo‘llash uchun tanlab olingan navbatdagi metod bu — “Mosini top” metodidir. Ushbu metodda
jadvalning chap tomonidagi tushunchaga mos o‘ng tomonida fikr, formula, chizma, grafik va hokazolar
keltirilishi kerak bo‘ladi. Demak, chap tomondagi tushuncha o‘rganilib, o‘ng tomonda turgan ustundan mos
to‘g‘ri javob topiladi va strelka (chiziq, belgi) bilan birlashtiriladi.

Talabalar misollarni muhokama qilishadi, isbotlashadi va o‘zaro moslikni topib, javoblarini strelka
(chizig, belgi va shu kabilar) yordamida ko‘rsatishadi.

“Mosini top” metodi o‘yin metodlaridan biri bo‘lganligi sababli, barcha talabalarni diggatini garatishga
va faol gatnashishga undaydigan metoddir.

Shu o‘rinda aytish joizki, mualliflarning bir necha vyillik tajribalaridan ma’lumki, aksariyat talabalar
uzluksiz funksiyalar doimo ham chekli variatsiyaga ega bo‘ladi deb fikr yuritishadi. Uzluksiz funksiyalar
doimo ham chekli variatsiyaga ega bo‘lmasligi hagida bir gator adabiyotlarda [1, 2] misollar keltirilgan.
Masalan [1]da uzluksiz

0, arapx = 0;
ey _{xcos%, arapx € (0,1]

funksiyaning [0,1] kesmada o‘zgarishi chegaralanmagan ekanligi ko‘rsatilgan. Buning isboti
talabalarning tushunishlarida biroz qiyinchilik tug*diradi.

[0, 1] kesmani quyidagicha 2n bo‘lakka bo‘lamiz.

0 1 1 1 1
<ﬁ<2n—1< <§<E< .

Bu bo‘linish uchun

Op = ilf(xk) — f(xp-1)| = |%cos 1m| +
=1



3

+§] 1 2n+1-k 1 2n+2-k | _
In+t1-k 05 2 Zn+z—-k 2z l°

__1:_1+ 1 1 1
" 2n 2n 2n-2 2n-2 2
1

Ly += L ot L
_ 272
bo‘ladi.
1
14+ . +—+ .=
2 n L L
bo‘lganligi uchun ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday n nomer mavjudki, 1 + T ot > C bo‘ladi,

ya’'ni

Z|f(xk) foal > C.

Bu esa f(x) funksiyaning o zgarlshl chegaralanmagan ekanligini bildiradi.

Mualliflar tomonidan uzluksiz, lekin chekli variasiyaga ega bo‘lmagan funksiyaga misol keltirishda
quyidagicha yo‘l tutilgan [3].

[0,1] oraligda f(x) funksiyani quyidagicha tuzib olamiz: f(x) =0,f(1/k) =1/k,k=1,2, ...
bo‘lsinva [ 1/(k+ 1),1/k] kesmada bo‘lakli chizigli bo‘lib, bir marta nolga teng bo‘lsin. Grafigi quyidagi
ko‘rinishga ega:

y A

0 1/3 1/2 1 =

Ushbu funksiyaning [ 1/(k + 1), 1/k] kesmadagi variasiyasi
1 1

k+1 k
ga teng. Demak, [0,1] orallqdagl variatsiya

n
1
Z(k+1 k)z kZE_1+n+1
n
W

garmonik gator bo‘lib, n — oo qator uzoq hUVChI bo‘ladi. Bu tuzilgan uzluksiz funksiyaning
variatsiyasi chegaralanmaganligini ko‘rsatadi.

Ushbu ikkala misol ham talabalarga tadgim gilinganda, ular masalani mohiyatini tushunishda ikkinchi
misol qulay ekanligi va tushunish oson ekanligini bildirishgan.

Xulosa. Magolada tavsiya gilingan mavzu keng amaliy ahamiyatga ega bo‘lib, uning tadbiglari fizik va
biologik jarayonlarni o‘rganishga bag‘ishlangan ilmiy izlanishlarga [5, 7] go‘llanilgan. Bundan tashqari, [8,
15]da keltirilgan interfaol usullarni funksiyaning to‘la o‘zgarishini hisoblashda ham foydalanish mumkin.

ga teng.

| b=
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