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Аннотация: в настоящей работе рассматривается ограниченная и самосопряженная 
модель Фридрихса    с двухмерным возмущением. Эта модель ассоциирована с системой 
двух частиц на   - мерной решетке   . Определен определитель Фредгольма, 
соответствующий модели Фридрихса   . Нули этого определителя являются 
собственными значениями оператора  . Изучено число и местонахождение собственных 
значений модели Фридрихса  . Установлено, что модель  Фридрихса   не имеет 
собственных значений, лежащих правее существенного спектра. 
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Abstract: in this paper we consider a bounded and self-adjoint Friedrichs model   with two-
dimensional perturbation. This model is associated to a system of two particles on a   - 
dimensional lattice   . The Fredholm determinant corresponding to the Friedrichs model   is 
defined. Zeros of this determinant are eigenvalues of the operator  . The number and location of 
the eigenvalues of the Friedrichs model   are studied. It is established that the model Friedrichs 
has no eigenvalues, located on the right hand side of the essential spectrum. 
Keywords: Friedrichs model, nonlocal potential, coupling constant, essential  spectrum, 
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Пусть    -мерной тор и        - гильбертово пространство квадратично-интегрируемых 
(комплекснозначных) функций, определенных на     В гильбертовом пространстве        
рассмотрим так называемый модель Фридрихса   действующий по формуле  

                
 где   - оператор умножения на функцию      в         

                   
а          - нелокальные операторы взаимодействия вида  

                          

  

       
    

При этом             – параметры взаимодействия, а             и     - 
вещественнозначные, непрерывные функции на     В этих предложения оператор   
является ограниченным и самосопряженным. 
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По определению оператор возмущения           оператор    является самосопряженным 
оператором ранга 2. Из известной теоремы Г.Вейля о сохранении существенного спектра при 
возмущениях конечного ранга вытекает, что существенный  спектр         оператора   
совпадает с существенным спектром, точнее с спектром оператора     Известно, что          
           , где числа   и   определяются равенствами 

     
    

           
    

      

Из последних двух фактов следует, что                 
Определим регулярные в области         функции 

        
            

      
  

          

                       
     

 

                                         

где 

     
  если    
  если    

   

Видно, что               при всех         и          . Обычно функция      
называется детерминантом Фредгольма ассоциированным с оператором    

Установим связь между собственными значениями оператора   и нулями функции        
Лемма 1. Число            является собственным значением оператора   тогда и 

только тогда, когда         
Доказательство. Пусть число           есть собственное значение оператора  , а 

      
   соответствующая собственная функция. Тогда функция   удовлетворяет 

уравнению  

                             

  

      

 

   

                                  

Заметим, что для любых                  имеет место соотношение         . 
Тогда из уравнения (2) для    имеем  

     
 

      
                                                             

 

   

 

где 

                

  

                                                                  

Подставляя выражения (3) для   в равенства (4) получим, что уравнения (2) имеет 
нулевое решения тогда и только тогда, когда система двух линейных уравнений с двумя 
неизвестными  

 
                           

                            
  

или матричное уравнение 

              
     

 

 
  
  
    

имеет не нулевое решение             т.е. когда       , где   - декартовая квадрат 
множества    Лемма 1 доказана. 

Пусть             - носитель функции       и        - мера Лебега множества     . 
Следующая теорема устанавливает связь между собственными значениями операторов   

и                 . 
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Теорема 1. Если для любых     верно  
                                                                           

 то число           является собственным значением оператора   тогда и только 
тогда, когда число   является собственным значением хотя бы одного из операторов 
     1  .  

Для удобства читателя приведем следующий пример, где в случае    1  функции 
           , удовлетворяет условию (5), т.е. класс функций удовлетворяющих условию (5) 
не пусто: 

        
             

         
   

        
            

          
   

Для этих функций при всех           имеет место равенство                Поэтому 
                           для всех      

Следующая теорема описывает число и местонахождение собственных значений 
оператора  .  

Теорема 2. Для любых      1   оператор   имеет не более двух собственных значений 
(с учётом кратности) лежащих левее точки   и не имеет собственных значений правее 
точки  .  

Отметим, что теоремы 1 и 2 играют ключевой роль при определении месторасположение 
и структуру двухчастичных и трехчастичных ветвей существенного спектра, а также при 
исследовании числа собственных значений трехчастичных решетчатых модельных 
операторов (см. например [1-14]), а также операторных матриц операторов, одно из 
диагональных элементов которого является трехчастичный решетчатый модельный 
оператор (см. например [15-23]). 
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