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АННОТАЦИЯ 

Мақолада бир ўлчамли панжарада уч ўлчамли қўзғалишга эга билапласиан 

оператори импульс кўринишида ўрганилади. Унга мос Фредгольм детерминанти 

қурилади ҳамда бу детерминантнинг ноллари қаралаётган оператор хос 

қийматлари бўлиши кўрсатилади. Нисбатан содда иккита ёрдамчи оператор 

аниқланиб, дастлабки операторнинг дискрет спектри билан боғлиқлиги 

ўрнатилади. 

Калит сўзлар: билапласиан, Фредгольм детерминанти, хос қиймат, хос 

функция, импульс тасвир. 
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ABSTRACT 

In the present paper we study the bilaplacian operator with rank three 

perturbation on the one-dimensional lattice in the momentum representation. The 

corresponding Fredholm determinant is constructed and it is shown that zeroes of the 

this determinant are coincide with the eigenvalues of the considered operator. Two more 

simple auxiliary operators are defined and the connection with the discrete spectrum of 

the investigated operator is established. 
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КИРИШ  
nR  фазодаги тўртинчи тартибли эллиптик операторлар, хусусан бигармоник 

операторлар физик моделларнинг кенг синфида муҳим аҳамиятга эга [1,2]. 

Бигармоник операторлар билапласиан номи билан ҳам машҳур бўлиб 
224 )(  

тенглик ёрдамида аниқланувчи дифференциал оператордир, бу ерда 
2  
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Лапласиан оператори. [3] мақолада d  ўлчамли dZ  панжарада v̂  бир ўлчамли 

потенциалга эга  ˆˆ  дискрет бигармоник операторининг, яъни vh ˆˆˆˆ    

операторнинг спектрал хоссалари ўрганилган, бу ерда R . Бу модель dZ  даги 

дискрет Шредингер операторини ҳам ўз ичига олиб, бир заррачали система билан 

боғлиқ ва дисперция муносабати айнимаган қуйи чегарага эгадир. Бундан 

ташқари, ĥ  операторни импулс кўринишда )(2
dTL  фазодаги Фридрихс модели 

сифатида ҳам қараш мумкин, бунда dT  орқали d  ўлчамли тор белгиланган.  

 

АДАБИЁТЛАР ТАҲЛИЛИ ВА МЕТОДОЛОГИЯ  

Эслатиб ўтиш жоизки, дискрет Шредингер оператори ва Фридрихс 

моделининг спектрал хоссалари сўнгги йилларда кўплаб олимлар томонидан 

батафсил ўрганилган (масалан [4-13] ишларга қаранг). [14-23] мақолаларда эса 

локал бўлмаган потенциаллар жуфти ёрдамида таъсирлашувчи d  ўлчамли 

панжарадаги учта заррачалар системасига мос модель операторларнинг спектрал 

хоссалари ўрганилган. Тўғри интегралга ёйиш усули ёрдамида каналь 

операторларнинг спектрал хоссаларини ўрганиш масаласи Фридрихс моделининг 

спектрал хоссаларини ўрганиш масаласига келтирилади. 

Даставвал ўқувчига қулайлик учун мақолада ишлатиладиган функционал 

анализ курсининг баъзи муҳим тушунчаларни эслатиб ўтамиз.  

H  Ҳильберт фазоси ва HHA :  чизиқли чегараланган оператор бўлсин. 

Агар бирор C  сон учун IA   га тескари оператор мавжуд бўлиб, у H  нинг 

ҳамма ерида аниқланган бўлса,   сони A  операторнинг регуляр нуқтаси 

дейилади, 
1)()(  IAAR   

оператор эса A  операторнинг   нуқтадаги резольвентаси дейилади. Барча 

регуляр нуқталар тўплами )(A  орқали белгиланади. Бу ерда I  орқали H  

фазодаги бирлик оператор белгиланган. 

 A  операторнинг регуляр бўлмаган барча нуқталари тўплами A  

операторнинг спектри дейилади ва )(A  орқали белгиланади. Агар бирор C  

сон учун xAx   тенглама нолмас x  ечимга эга бўлса,   сони A  оператор учун 

хос қиймат дейилади, нолмас x  ечимга эса хос вектор дейилади.  

A  операторнинг барча хос қийматлари тўпламига A  операторнинг нуқтали 

спектри дейилади ва )(App  каби белгиланади. A  операторнинг барча чекли 

каррали яккаланган хос қийматлари тўпламига A  операторнинг дискрет спектри 

дейилади ва )(Adisc  каби белгиланади. 

 Агар бирор )(A   сони учун нолга кучсиз яқинлашувчи Hfn   бирлик 

векторлар кетма-кетлиги мавжуд бўлиб, 
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0||)(||lim 


n
n

fIA   

бўлса, у ҳолда   сон *AA  операторнинг муҳим спектрига қарашли дейилади. 

A  операторнинг муҳим спектри )(Aess  билан белгиланади. 

T - бир ўлчамли тор, )(2 TL  эса T  тўпламда аниқланган квадрати билан 

интегралланувчи (умуман олганда комплекс қийматлар қабул қилувчи) 

функцияларнинг Ҳильберт фазоси бўлсин. 

Фиксирланган R,  сонлари учун )(2 TL  Ҳилберт фазосида қуйидагича 

аниқланган  ,H  операторни қараймиз:  

210, : VVHH   , 

бу ерда 
0H  кўпайтириш оператори 

)()cos1())(( 2

0 xfxxfH  , 

1V  ва 
2V  операторлар эса қуйидагича кўринишга эга бўлган интеграл операторлар: 

 
TT

dttftxxfVdttfxfV )()cos())((,)())(( 21 . 

Функционал анализ элементлари ёрдамида  ,H  операторнинг )(2 TL  

Ҳильберт фазосидаги чизиқли, чегараланган ва ўз-ўзига қўшма оператор 

эканлигини исботлаш мумкин. 

 

МУҲОКАМА  

[24] мақолада  ,H  операторга мос Фредгольм детерминанти ҳақида 

қисқача маълумотлар келтирилган. Ушбу мақолада бу тасдиқлар исботлар билан 

бойитилган ва математик нуқтаи назардан асосланган. 

Аниқланишига кўра, 
1V  бир ўлчамли интеграл оператордир. 

2V  интеграл 

операторнинг икки ўлчамли эканлиги  

txtxtx sinsincoscos)cos(   

тенгликдан ва интегралнинг аддитивлик хоссасидан фойдаланиб кўрсатилади. Шу 

сабабли нол бўлмаган   ва   сонлари учун 
21 VV    қўзғалиш оператори уч 

ўлчамли бўлади. 

 Чекли ўлчамли қўзғалишларда муҳим спектрнинг ўзгармаслиги ҳақидаги 

Вейл теоремасига кўра,  ,H  операторнинг муҳим спектри )( , Hess  учун 

]4;0[)( ,  Hess  тенглик ўринли бўлади. Бунда ]4;0[  кесма 
2)cos1( x  

функциянинг қийматлар соҳаси бўлиб, 0H  қўзғалмас операторнинг спектри (соф 

муҳим спектр) айнан шу кесмадан иборат бўлади. 

 Энди  ,H  операторнинг хос қийматларини топиш масаласини қараймиз. 

Шу мақсадда ўрганилаётган операторга мос Фредгольм детерминантини қурамиз.  
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Ҳар бир фиксирланган R,  сонлари учун )(\ , HC ess  соҳада регуляр 

бўлган 

 



T zt

dt
z

2

)1(

)cos1(
1:)(  ;  





T zt

dtt
z

2

2
)2(

)cos1(

)(cos
1:)(  ; 





T zt

dtt
z

2)cos1(

cos
:)( ;  





T zt

dtt
z

2

2
)3(

)cos1(

)(sin
1:)(   

ёрдамчи функцияларни аниқлаймиз. Одатда 

  )()()()(:)( )3(2)2()1(

, zzzzz     

каби аниқланган функцияга  ,H  операторга мос Фредгольм детерминанти 

дейилади ва у  ,H  операторнинг хос қийматлари сони ҳамда жойлашув ўрнини 

аниқлашда муҳим аҳамият касб этади. 

 ,H  операторнинг хос қийматлари ва )(,    функция ноллари орасидаги 

муносабатни ифодаловчи қуйидаги теоремани баён қиламиз ва исботлаймиз. 

 1-теорема. Ҳар бир фиксрланган R,  сонлари учун )(\ ,,   HCz ess  

сони  ,H  операторнинг хос қиймати бўлиши учун 0)( ,,   z  тенглик ўринли 

бўлиши зарур ва етарлидир. 

 Исбот. Теоремани исботлаш учун хос қийматга нисбатан ушбу  

zffH  , , )(\ , HCz ess  

тенгламани қараймиз. 

Фараз қилайлик )(\ , HCz ess  сони  ,H операторнинг хос қиймати, 

)(2 TLf  – эса бу хос қийматга мос хос функция бўлсин. У ҳолда )(2 TLf   хос 

функция  

)()()cos()()()cos1( 2 xzfdttftxdttfxfx
TT

                   (1) 

тенгламани қаноатлантиради. 

Айтиш жоизки, ихтиёрий )(\ , HCz ess  сони учун барча Tх  

нуқталарда 0)cos1( 2  zx  муносабат ўринли бўлади. Шу сабабли (1) 

тенгликдан f  функция учун қуйидаги  

zx

xcxba
xf






2)cos1(

sincos
)(


                                       (2) 

ифодага эга бўламиз. 
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Бу ерда 

 
TTT

dttftcdttftbdttfa )(sin:,)(cos:,)(: .                       (3) 

 )(xf  функция учун топилган (2) ифодани (3) белгилашларга қўйиб 

қуйидаги тенгламаларни ҳосил қиламиз:  

 0
)cos1(

sin
)()(

2

)1( 









  cdt

zt

t
bzaz

T

 ; 

 0
)cos1(

cossin
)()(

2

)2( 









  cdt

zt

tt
bzaz

T

  ; 

 0)(
)cos1(

cossin

)cos1(

sin )3(

22






















  czbdt

zt

tt
adt

zt

t

TT

  

ёки 

0)()()1(  bzaz  ; 

 0)()( )2(  bzaz  ;                  (4) 

 0)()3(  cz . 

cba ,,  номаълумларга нисбатан охирги тенгламалар системасини ҳосил 

қилишда тоқ функциядан симметрик оралиқ бўйича олинган интегралнинг 

қиймати 0 га тенг эканлигидан, яъни ҳар бир фиксирланган )(\ , HCz ess  сони 

учун  

0
)cos1(

cossin
,0

)cos1(

sin
22







 dt
zt

tt
dt
zt

t

TT

 

тенгликлар ўринли эканлигидан фойдаландик. 

Бунда (1) тенглама ечимга эга бўлиши учун (4) тенгламалар системаси 

нолмас ечимга эга бўлиши зарур ва етарлидир. 

 

НАТИЖА  

Ўз навбатида (4) тенгламалар системаси нолмас ечимга эга бўлиши учун 

  0)()()()(:)( )3(2)2()1(

,  zzzzz    

бўлиши зарур ва етарлидир. 1-теорема тўлиқ исботланди. 

 1-теорема исботидан кўриниб турибдики, агар )(\ , HCz ess  сони  ,H  

операторнинг хос қиймати бўлса, у ҳолда унга мос хос функция (2) кўринишда 

бўлади. 

 1- теоремадан  ,H  операторнинг дискрет спектри учун қуйидаги муносабат 

ўринли эканлиги келиб чиқади: 

}0)(:)(\{)( ,,,  zHCzH essdisc   . 
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 )(,    функциянинг аниқланишига кўра барча R,  сонлари учун 

0)(,  z  ўринли бўлиши учун 0)()()( 2)2()1(  zzz   ёки 0)()3(  z  

тенгликлар ўринли бўлиши зарур ва етарлидир. Шу ўринда қуйидагича савол 

пайдо бўлади: Фредголь детерминантлари )()()( 2)2()1( zzz    ва )()3( z  

функциларга тенг бўлган чизиқли, чегараланган ва ўз-ўзига қўшма операторлар 

мавжудми? Агар мавжуд бўлса, улар  ,H  билан қандай боғланган бўлади? 

Қуйида биз шу саволларга жавоб излаймиз. 

 )(2 TL  Ҳильберт фазосида таъсир қилувчи қуйидаги операторларни 

аниқлаймиз:  

 
TT

dttftxdttfxfxxfH )(coscos)()()cos1())(( 2)1(

,  ; 


T

dttftxxfxxfH )(sinsin)()cos1())(( 2)2(  . 

 ,H  оператор каби )1(

,H  ва 
)2(

H  операторлар ҳам )(2 TL  Ҳильберт фазосида 

таъсир қилувчи чизиқли, чегараланган ва ўз-ўзига қўшма операторлар эканлигига 

ишонч ҳосил қилиш мумкин.  

2-теорема. а) Ҳар бир фиксирланган R,  сонлари учун 

)(\ ,,   HCz ess  сони )1(

,H  операторнинг хос қиймати бўлиши учун  

0)()()( ,

2

,

)2(

,

)1(    zzz  

тенглик ўринли бўлиши зарур ва етарлидир. 

б) Ҳар бир фиксирланган R  сони учун )(\ ,  HCz ess  сони 
)2(

H  

операторнинг хос қиймати бўлиши учун 0)()3(   z  тенглик ўринли бўлиши 

зарур ва етарлидир. 

Исбот. а) Фараз қилайлик, ҳар бир фиксирланган R,  сонлари учун 

)(\ ,,   HCz ess  сони 
)1(

,H  операторнинг хос қиймати, )(2 TLf  – эса бу хос 

қийматга мос хос функция бўлсин. У ҳолда )(2 TLf   хос функция  

)()(coscos)()()cos1( 2 xzfdttftxdttfxfx
TT

                   (5) 

тенгламани қаноатлантиради. 

)(\ ,,   HCz ess  бўлганлиги боис (5) тенгликдан )(xf  функция учун 

қуйидаги  

zx

xba
xf






2)cos1(

cos
)(


                                              (6) 

ифодага эга бўламиз. Бунда a  ва b  сонлари (3) тенглик орқали аниқланган. )(xf  

функция учун топилган (6) ифодани (3) тенгликга қўйиб, (5) тенглама нолмас 
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ечимга эга бўлиши учун 0)()()( ,

2

,

)2(

,

)1(    zzz  бўлиши зарур ва етарли 

эканлигини ҳосил қиламиз. Бу эса ўз навбатида 2-теорема а) тасдиғи исботини 

якунлайди. 

 2-теореманинг а) тасдиғи ҳам шунга ўхшаш исботланади. 

 

2-теоремага кўра )1(

,H  ва 
)2(

H  операторларнинг дискрет спектрлари учун 

}0)()()(:)(\{)( 2)2()1(

,

)1(

,  zzzHCzH essdisc   ; 

}0)(:)(\{)( )3(

,

)2(  zHCzH essdisc   ; 

тенгликлар ўринлидир. 

 

 ХУЛОСА  

1- ва 2-теоремаларни инобатга олган ҳолда қуйидаги натижага келиш 

мумкин: 

Натижа. Ҳар бир фиксирланган R,  сонлари учун )(\ ,,   HCz ess  

сони  ,H  операторнинг хос қиймати бўлиши учун  ,z  сони )1(

,H  ва 
)2(

H  

операторларнинг камида биттаси учун хос қиймат бўлиши зарур ва етарлидир. Бу 

ҳолда  

)()()( )2()1(

,,   HHH discdiscdisc   

тенглик ўринли бўлади. 

 
)1(

,H  ва 
)2(

H  операторлар  ,H  операторга нисбатан содда кўринишга эга. 

Шу боис хулоса чиқарилган тенглик  ,H  операторнинг навбатдаги спектрал 

хоссаларини ўрганишда муҳим ҳисобланади. 

 Хусусан, исталган 0  ва 4z  сонлари учун 1)()3(  z  тенгсизлик 

бажарилади, яъни ихтиёрий 0  сони учун 
)2(

H  оператор 4 дан катта хос 

қийматларга эга эмас. Агар 

 





 TT

dt
t

t

t

dtt

cos1

cos1

)cos1(

)(sin
2

2

 

эканлигини инобатга олсак, у ҳолда исталган 0  сони учун 

 



T t

dtt
2

2
)3(

)cos1(

)(sin
1)0(   

бўлади. )()3(   функциянинг )0;(  оралиқда монотон камаювчи ва  

1)(lim )3( 


z
z

  

тенглик бажарилгани боис ихтиёрий 0  сони учун 
)2(

H  оператор ягона манфий 

хос қийматга эга бўлади. Худди шундай мулоҳазалардан фойдаланиб, ихтиёрий 
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0  сони учун )2(

H  оператор 4 дан катта ягона оддий хос қийматга эга 

эканлигини ва манфий хос қийматларга эга эмаслигини исботлаш мумкин. 
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