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АННОТАЦИЯ 

Ушбу мақолада бир ўлчамли панжарадаги икки ўлчамли қўзғалишга эга 

бўлган  H , R , билапласиан оператори импульс кўринишида ўрганилади. H  

операторнинг муҳим ва дискрет спектрлари тавсифланади. H  операторга мос 

резольвента операторининг аниқ кўриниши топилади.  

Калит сўзлар: панжара, билапласиан, муҳим спектр, дискрет спектр, 

Фридрихс модели, резольвента оператори. 

 

SPECTRUM AND RESOLUTION OF BILAPLASIAN OPERATOR WITH 

TWO-DIMENSIONAL MOVEMENT 

 

Hilola Gafurovna Haitova 

Bukhara State University 

hayitovahilola@mail.ru  

Shokhida Shomukhammad kizi 

Ramazanova  

Bukhara State University 

 

ABSTRACT 

In this paper we study the bilaplacian operator H , R , in momentum 

representation with the rank two perturbation on a one-dimensional lattice. We describe 

the essential and discrete spectrum of H . Exact form of the resolvent operator of H  

is find.  

Keywords: lattice, bilaplacian, essential spectrum, discrete spectrum, Friedrichs 

model, resolvent operator. 

 

 КИРИШ  

Қаттиқ жисмлар физикаси ва панжаравий майдонлар назариясида узлуксиз 

фазодаги одатдаги Шредингер операторларининг панжаравий аналоги бўлган ва 

дискрет Шредингер оператори [1] деб аталувчи операторлар пайдо бўлади. 

Дискрет Шредингер оператори чегараланган оператор бўлсада, узлуксиз ҳолда 

Шредингер операторига қараганда қийинроқ характеристикага эга. Уч заррачали 

одатдаги Шредингер операторининг муҳим спектри ярим ўқдан иборат. Уч 

заррачали дискрет Шредингер оператори чегараланган ва ўз-ўзига қўшма 
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бўлганлиги боис унинг муҳим спектри чекли сондаги кесмалар бирлашмасидан 

иборат. Бу кесмаларга одатда муҳим спектрнинг икки ва уч заррачали тармоқлари 

дейилади ҳамда улар кесишиши ёки кесишмаслиги мумкин. Икки ва уч заррачали 

тармоқлар кесишмаган ҳолда муҳим спектр бўшлиғида жойлашган хос 

қийматларни тадқиқ қилиш имконияти пайдо бўлади. Шу нуқтаи назардан 

дискрет Шредингер операторлари ва улар билан боғлиқ модел операторларнинг 

спектрал хоссаларини ўрганиш масаласи долзарб муаммо саналади. 

 

АДАБИЁТЛАР ТАҲЛИЛИ ВА МЕТОДОЛОГИЯ  

Ушбу мақолада бир ўлчамли панжарадаги икки ўлчамли қўзғалишга эга 

бўлган импульс кўринишидаги H , R , билапласиан операторининг муҳим ва 

дискрет спектрлари топилади ва резольвента оператори қурилади. Бизга яхши 

маълумки, бигармоник операторлар математик физикада билапласиан оператори 

номи билан ҳам маълум бўлиб, 
224 )(  формула орқали аниқланган 

дифференциал оператордир, бу ерда 2  Лапласиан оператори. 

[2] мақолада d  ўлчамли dZ  панжарада v̂  бир ўлчамли потенциалга эга  ˆˆ  

дискрет бигармоник операторининг, яъни vh ˆˆˆˆ    операторнинг баъзи 

спектрал хоссалари ўрганилган, бу ерда R . Бу модель dZ  даги дискрет 

Шредингер операторини ҳам ўз ичига олиб, бир заррачали система билан боғлиқ 

ва дисперция муносабати айнимаган қуйи чегарага эгадир. Бундан ташқари, ĥ  

операторни импульс кўринишда )(2
dTL  фазодаги Фридрихс модели сифатида ҳам 

қараш мумкин, бунда dT  орқали d  ўлчамли тор белгиланган.  

Эслатиб ўтиш жоизки, дискрет Шредингер оператори ва Фридрихс 

моделининг спектрал хоссалари сўнгги йилларда кўплаб ишларда батафсил 

ўрганилган (масалан [1-11] ишларга қаранг). [12-23] мақолаларда эса локал 

бўлмаган потенциаллар жуфти ёрдамида таъсирлашувчи d  ўлчамли панжарадаги 

учта заррачалар системасига мос модель операторларнинг спектрал хоссалари 

ўрганилган. Тўғри интегралга ёйиш усули ёрдамида каналь операторларнинг 

спектрал хоссаларини ўрганиш масаласи Фридрихс моделининг спектрал 

хоссаларини ўрганиш масаласига келтирилади. [24] мақолада бир ўлчамли 

панжарада уч ўлчамли қўзғалишга эга импульс кўринишидаги билапласиан 

операторининг хос қийматлари ўрганилган. 

Операторлар назариясида спектр тушунчаси энг муҳим тушунчалардан 

биридир. Чизиқли оператор спектрини ўрганиш математик физикад муҳим 

саналади. Масалан, квант механикасида система Гамильтониани – бу Ҳильберт 

фазосидаги ўз-ўзига қўшма оператордир, унинг спектрини ўрганиш система 

физик хусусиятларини ўрганишда муҳим аҳамият касб этади. Функционал анализ 
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курсидан бизга яхши маълумки, ўз-ўзига қўшма операторнинг спектри ҳақиқий 

сонлар ўқида ётиб, турли хос қийматларга мос келувчи хос векторлар 

(функциялар) ўзаро ортогонал бўлади. 

 

МУҲОКАМА ВА НАТИЖАЛАР  

T  бир ўлчамли торда аниқлангаан квадрати билан интегралланувчи 

(умуман олганда комплекс қийматни қабул қилувчи) функцияларнинг Ҳильберт 

фазосини )(2 TL  орқали белгилаймиз. 

Ҳар бир фиксирланган R  сони учун )(2 TL  Ҳильберт фазосида 

аниқланган H  оператор қуйидагича берилган бўлсин: 

VHH   0: , 

бу ерда 
0H  кўпайтириш оператори  

)()cos1())(( 2

0 xfxxfH  , 

V  интеграл оператори эса қуйидагича аниқланган 

 
T

dttftxxVf )()sin())(( . 

Бундай кўринишда таъсир қилувчи H  оператор учун қуйидаги тасдиқлар 

ўринлидир: 

1) H  оператор чизиқлидир яъни, ихтиёрий C,  сонлари ва ихтийрий 

)(, 2 TLgf   функциялар учун қуйидаги тенглик ўринли: 

  HfHgfH  )( ; 

2) H  оператор чегараланган оператор, яъни шундай 0C  сони топилиб, 

ихтиёрий )(2 TLf   функциялар учун қуйидаги тенгсизлик ўринли: 

|||||||| fCfH   ; 

3) H  оператор ўз-ўзига қўшма оператор, яъни  ихтиёрий )(, 2 TLgf   

функциялар учун қуйидаги тенгсизлик ўринли:  

),(),( gHfgfH   . 

Энди V  қўзғалиш оператори икки ўлчамли эканлигини кўрсатамиз. V  

операторнинг қийматлар соҳасини топиш мақсадида 

txtxtx sincoscossin)sin(   

фойдаланиб  

 
TT

dttftxdttftxxVf )(sincos)(cossin))((  

тасвирни ҳосил қиламиз. 

Кўриниб турибдики 

},:cossin)({Im CbaxbxaxfV  . 
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xxf sin)(1   ва xxf cos)(2   функциялар VIm  қисм фазога тегишли чизиқли 

боғланмаган элементлар ва исталган Vf Im  функция )(1 xf  ва )(2 xf  

функцияларнинг чизиқли комбинацияси кўринишида тасвирланади. Шу сабабли 

2Imdim V , яъни V  икки ўлчамли оператор экан. Шундай қилиб, оператора 
0H  

операторнинг V  қўзғалиш оператори ўз-ўзига қўшма икки ўлчамли оператор 

экан. Чекли ўлчамли қўзғалишларда муҳим спектрнинг ўзгармаслиги ҳақидаги 

машҳур Вейл теоремасига кўра H  ва 
0H  операторларнинг муҳим спектрлари 

устма-уст тушади. 
0H  оператор 2)cos1( x  функцияга кўпайтириш оператор 

бўлганлиги боис бу оператор соф муҳим спектрга эга ва  

]4;0[)()( 00  HH ess . 

Шундай қилиб, H  операторнинг )(  Hess  муҳим спектри R  

таъсирлашиш параметридан боғлиқ эмас ва ]4;0[  кесма билан устма-уст тушади, 

яъни ]4;0[)(  Hess . 

 Энди H  оператор дискрет спектрини тадқиқ қиламиз. Фараз қилайлик, C  - 

комплекс сонлар тўплами бўлсин. Ҳар бир фиксирланган 0  сони учун 

]4;0[\C  соҳада регуляр бўлган   




















 

TT zt

tdt

zt

tdt
z

2

2

2

2
2

)cos1(

sin

)cos1(

cos
1:)(   

функцияни қараймиз. Одатда )(  функцияга H  операторга мос Фредгольм 

детерминанти дейилади. 

Қуйидаги теорема H  операторнинг хос қийматлари ва )(  функция 

ноллари орасидаги боғланишни ифодалайди. 

 1-Теорема. Ҳар бир фиксирланган R  сони учун )(\   HCz ess  сони 

H  операторнинг хос қиймати бўлиши учун 0)(   z  тенглик ўринли бўлиши 

зарур ва етарлидир. 

Исбот. Фараз қилайлик, ҳар бир фиксирланган R  сони учун 

)(\   HCz ess  сони H  операторнинг хос қиймати, )(2 TLf   эса бу хос 

қийматга мос хос функция бўлсин. У ҳолда )(2 TLf   функция хос қийматга мос 

fzfH    тенгламани қаноатлантиради. Охирги тенгламани 

)()()sin()()cos1( 2 xfzdttftxxfx
T

    

ёки 

)()(sincos)(cossin)()cos1( 2 xfzdttftxdttftxxfx
TT

      (1) 

кўринишда ёзиш мумкин. 
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 Қуйидагича белгилашлар киритамиз: 

 
T

dttfta )(cos: ;                                                  (2) 


T

dttftb )(sin: .                                                  (3) 

]4;0[\Cz   бўлганлиги боис барча Tx  нуқталарда 0)cos1( 2  zx  

муносабат бажарилади. Шу сабабли (1) тенгламадан )(xf  функция учун 





zx

xbxa
xf






2)cos1(

cossin
)(                                             (4) 

ифодани топамиз. )(xf  функция учун топилган (4) ифодани (2) ва (3) 

белгилашларга қўямиз ҳамда 

0
)cos1(

cos

)cos1(

cossin
1

2

2

2


































  bdt

zt

t
adt

zt

tt

TT 

 ; 

0
)cos1(

cossin
1

)cos1(

sin
22

2


































  bdt

zt

tt
adt

zt

t

TT 

  

тенгламалар системасини ҳосил қиламиз.  

Тоқ функциядан симметрик оралиқ бўйича олинган интегралнинг қиймати 0 

га тенг эканлигидан, яъни ҳар бир фиксирланган )(\ , HCz ess  сони учун  

0
)cos1(

cossin
,0

)cos1(

sin
22







 dt
zt

tt
dt
zt

t

TT

 

тенгликлар ўринли эканлигидан охирги тенгламалар системасини  

0
)cos1(

cos
2

2

















  bdt

zt

t
a

T 

 ; 

0
)cos1(

sin
2

2

















  badt

zt

t

T 

             (5) 

каби ёзиш мумкин. Кўриниб турибдики, (1) тенглама нолмас ечимга эга бўлиши 

учун a  ва b  номаълумларга нисбатан (5) тенгламалар системаси нолмас ечимга 

эга бўлиши зарур ва етарлидир. Ўз навбатида (5) тенгламалар системаси нолмас 

ечимга эга бўлиши учун унинг асосий детерминанти 






























 

TT zt

tdt

zt

tdt
z



 
2

2

2

2
2

)cos1(

sin

)cos1(

cos
1:)(  

нолга тенг бўлиши, яъни 0)(   z  бўлиши зарур ва етарлидир. 1-теорема тўлиқ 

исботланди. 

1-теоремадан H  операторнинг дискрет спектри учун қуйидаги тасдиқ 

ўринли эканлиги келиб чиқади:  
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}0)(:)(\{)(  zHCzH essdisc   . 

 Шундай қилиб, H  операторнинг хос қийматларини ўрганиш масаласи бу 

операторга мос келувчи )(z  Фредгольм детерминантининг нолларини ўрганиш 

масаласига келтирилди. 

 

ХУЛОСА  

 Хулоса қилиб айтганда H  операторнинг спектри 

}0)(:]4;0[\{]4;0[)(  zCzH   

каби аниқланади. 

 Ишнинг навбатдаги асосий натижасини баён қиламиз. 

 2-теорема. H  операторнинг )( HRz , )(\  HCz  резольвента оператори 

)(2 TL  фазода қуйидагича таъсир қилувчи 

zx

xg
xgHRz




2)cos1(

)(
))()((   

      

















TT zt

dttgt

zt

tdt
xx

zxz 22

2

2 )cos1(

)()(sin

)cos1(

cos
sincos

])cos1)[((






 

      

















TT zt

dttgt

zt

tdt
xx

zxz 22

2

2 )cos1(

)()(cos

)cos1(

sin
cossin

])cos1)[((






 

оператордир. 

 Исбот. H  операторнинг резольвента операторини аниқлаш мақсадида 

gzffH   

тенгламани қараймиз ва уни  

)()()(sincos)(cossin)()cos1( 2 xgxzfdttftxdttftxxfx
TT

        (6) 

кўринишда ёзиб оламиз. 

 ]4;0[\Cz  тасдиқга кўра ихтиёрий Tx  учун 0)cos1( 2  zx  

тенгсизлик бажарилади. Шу боис (6) тенгламадан )(xf  функция учун 

zx

xbxaxg
xf






2)cos1(

cossin)(
)(


                                    (7) 

ифодани топамиз. Бунда a  ва b  сонлари мос равишда (2) ва (3) тенгликлар 

ёрдамида аниқланган сонлардир. )(xf  функция учун топилган (7) ифодани (2) ва 

(3) белгилашларга қўямиз ҳамда 

dt
zt

tgt
bdt

zt

t
adt

zt

tt

TTT



























22

2

2 )cos1(

)()(cos

)cos1(

cos

)cos1(
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1  ; 
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dt
zt

tgt
bdt
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t

TTT
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2
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1
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dt
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t
a

TT
















22

2
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dt
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tgt
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zt

t

TT
















22

2

)cos1(

)()(sin

)cos1(

sin
               (8) 

тенгламалар системасини ҳосил қиламиз.  

 (8) тенгламалар системасидан a  ва b  номаълумларни топамиз. Бу 

тенгламалар системасининг иккинчи тенгламасини 











 dt

zt

t

T
2

2

)cos1(

cos
  

ифодага кўпайтириб, биринчи тенгламага қўшамиз ҳамда 

dt
zt

tgt
dt
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t
dt
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tgt
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TTT


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






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
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2
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)( 

 

тенгликни ҳосил қиламиз. 1-теорема натижасига кўра )(\  HCz disc  учун 

0)(  z  тенгсизлик ўринли бўлади. Шу сабабли a  ни қуйидагича топамиз: 

dt
zt

tgt
dt
zt

t

z
dt
zt

tgt

z
a

TTT


















22

2

2 )cos1(

)()(sin

)cos1(

cos

)()cos1(

)()(cos

)(

1




. 

 Худди шу каби (8) тенгламалар системасининг биринчи тенгламасини 











 dt

zt

t

T
2

2

)cos1(

sin
  

ифодага кўпайтириб, иккинчи тенгламага қўшамиз ҳамда 

dt
zt

tgt
dt
zt

t
dt
zt

tgt
bz

TTT


















22

2

2 )cos1(

)()(cos

)cos1(

sin

)cos1(

)()(sin
)(   

тенгликни ҳосил қиламиз. Натижада b  ни қуйидагича топамиз: 

dt
zt

tgt
dt
zt

t

z
dt
zt

tgt

z
b

TTT


















22

2

2 )cos1(

)()(cos

)cos1(
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)()cos1(
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1




. 

a  ва b  номаълумлар учун топилган юқоридаги ифодаларни (7) ифодага қўйиб 

gHRf z )(   тенгликни ҳосил қиламиз. 2-теорема тўлиқ исботланди. 
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