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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ

Ĥµ := ∆̂∆̂− µV̂, µ > 0,

ò. å. áèëàïëàñèàí ñ êîíå÷íîìåðíûì âîçìóùåíèåì íà îäíîìåðíîé ðåøåòêå Z, ãäå ∆̂ � äèñêðåò-

íûé ëàïëàñèàí, à V̂ � îïåðàòîð ðàíãà äâà. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî µ > 0 äèñêðåòíûé

ñïåêòð Ĥµ ÿâëÿåòñÿ äâóõýëåìåíòíûì e1(µ) < 0 è e2(µ) < 0. Íàõîäèì ñõîäÿùèåñÿ ðàçëîæåíèÿ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ei(µ), i = 1, 2, â ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ïðè ìàëûõ µ > 0.
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Ââåäåíèå

Ýëëèïòè÷åñêèå îïåðàòîðû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â Rd, â ÷àñòíîñòè, áèãàðìîíè÷åñêèå îïåðà-
òîðû èãðàþò öåíòðàëüíóþ ðîëü â øèðîêîì êëàññå ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé, òàêèõ êàê ëèíåéíàÿ
òåîðèÿ óïðóãîñòè, ïðîáëåìû æåñòêîñòè (íàïðèìåð, ñòðîèòåëüñòâî ïîäâåñíûõ ìîñòîâ) è ïðè
ôîðìóëèðîâêå ïîòîêîâ Ñòîêñà (ñì. [1]). Áîëåå òîãî, íåäàâíèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî
áèãàðìîíè÷åñêèå îïåðàòîðû îáëàäàþò âûñîêèì ïîòåíöèàëîì ïðè ñæàòèè èçîáðàæåíèé ñ
îïòèìèçèðîâàííûìè è äîñòàòî÷íî ðàçðåæåííûìè ñîõðàíåííûìè äàííûìè [2]. Íåîáõîäè-
ìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèâåëà ê ïîÿâëåíèþ îáøèðíîé ëèòå-
ðàòóðû, ïîñâÿùåííîé ðàçíîîáðàçíûì äèñêðåòíûì ïðèáëèæåíèÿì ê ðåøåíèÿì óðàâíåíèé
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà [3]�[5]. Âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ìîäåëåé â îñíîâíîì ñâÿçàí ñ èõ
ñïåêòðàëüíûìè ñâîéñòâàìè, è ïîýòîìó ÷èñëåííîé îöåíêå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïîñâÿùåíû
ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ [6]�[8].
Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ Øð¼äèíãåðà ñ íåâûðîæäåííûì íèæíåì

ïîðîãîì (ò. å. êîãäà ε âåäåò ñåáÿ êàê O(|p−p0|2) âáëèçè ñâîåé òî÷êè ìèíèìóìà p0) â ïîñëåä-
íèå ãîäû àêòèâíî èçó÷àëèñü (ñì., íàïðèìåð, [9]�[14]). Áîëåå òîãî, äîâîëüíî ìíîãî ðåçóëüòà-
òîâ äëÿ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ Øð¼äèíãåðà áûëè äîêàçàíû è äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ.
Ì. Êëàóñ â [15] èññëåäîâàë ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà −d2/dx2 + λV

äëÿ λ > 0 è V , óäîâëåòâîðÿþùåãî∫
R

(1 + |x|)|V (x)|dx <∞,

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 23.11.2023, ïîñëå äîðàáîòêè 23.11.2023. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 26.12.2023.
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ðàñøèðÿÿ ðåçóëüòàòû Á. Ñàéìîíà èç [16] â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Ì. Êëàóñ ïîêàçàë, ÷òî åñëè∫
V (x)dx > 0, òî äëÿ ìàëûõ è ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé λ ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå îòñóò-

ñòâóåò, à åñëè

∫
V (x)dx ≤ 0, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå E(λ), è îíî

óäîâëåòâîðÿåò àñèìïòîòèêå

(−E(λ))1/2 = −λ
2

∫
V (x)dx− λ2

4

∫
V (x)|x− y|V (y)dxdy + o(λ2)

ïðè λ↘ 0. Ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòàì [15], [16], íåäàâíî áûëè óñòàíîâëåíû äëÿ
øèðîêîãî êëàññà îïåðàòîðîâ òèïà Øð¼äèíãåðà ñ íåâûðîæäåííûìè íèæíèìè è âåðõíèìè
ïîðîãàìè â îäíî è äâóìåðíîé ðåøåòêàõ.
Â ðàáîòå [11] ðàññìàòðèâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû äâóõ ÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâóþùèõ

ñ ïîìîùüþ êîíòàêòíîãî ïîòåíöèàëà, ò. å. ëàïëàñèàí ñ îäíîìåðíûì âîçìóùåíèåì íà ðåøåò-
êå. Ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî äâóõ-
÷àñòè÷íîãî îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà, ëåæàùåãî íèæå äíà ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà ïðè âñåõ
çíà÷åíèÿõ êîíñòàíòû ñâÿçè è äâóõ÷àñòè÷íîãî êâàçèèìïóëüñà, è íàéäåíî ðàçëîæåíèå ñîá-
ñòâåííîãî çíà÷åíèÿ â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ Ĥµ áèëàïëàñèàí ñ äâóìåðíûì âîçìóùåíèåì íà îä-
íîìåðíîé ðåøåòêå. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå äâóõ îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Ïîëó÷åíû ñõîäÿùèåñÿ ðàçëîæåíèÿ äëÿ îáîèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â ìàëîé îêðåñòíîñòè
íóëÿ ïî ìàëûì µ > 0.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Ïóñòü Z � îäíîìåðíàÿ ðåøåòêà, à `2(Z) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íî-ñóì-
ìèðóåìûõ ôóíêöèé íà Z. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ñàìîñîïðÿæåííûõ äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ

Ĥµ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå `2(Z):

Ĥµ = ∆̂∆̂− µV̂, µ > 0.

Çäåñü ∆̂∆̂ � äèñêðåòíûé áèëàïëàñèàí, ãäå ∆̂ � äèñêðåòíûé ëàïëàñèàí, ò. å.

(∆̂f̂)(x) = f̂(x)− f̂(x+ 1) + f̂(x− 1)

2
, f̂ ∈ `2(Z);

V̂ � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ â `2(Z) íà ôóíêöèþ

v̂(x) =


1

2
ïðè |x| = 1;

0 ïðè |x| 6= 1.

Ïóñòü T � îäíîìåðíûé òîð, à L2(T) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íî-èíòåãðè-
ðóåìûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà T. Ðàññìîòðèì

F : `2(Z)→ L2(T), F f̂(p) =
1√
2π

∑
x∈Z

f̂(x)eipx

� ñòàíäàðòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñ îáðàòíûì

F−1 : L2(T)→ `2(Z), F−1f(x) =
1√
2π

∫
T
f(p)e−ipxdp,
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ãäå x ∈ Z, p ∈ T. Îïåðàòîð Ĥµ â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê Hµ =

FĤµF−1 è äåéñòâóåò â L2(T) ïî ôîðìóëå

Hµ := H0 − µV, µ > 0,

ãäå H0 := F∆̂∆̂F−1 � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ â L2(T) íà ôóíêöèþ

ε(p) := (1− cos p)2,

V := FV̂F−1 � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ðàíãà äâà âèäà

(Vf)(p) =
1

2π

∫
T

cos(p− s) f(s)ds.

Ïîñêîëüêó

σ(∆̂) = σess(∆̂) = [0, 2],

âåðíî ðàâåíñòâî
σ(H0) = σess(H0) = [0, 4].

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà V è òåîðåìû Âåéëÿ î ñîõðàíåíèè ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà
ïðè êîìïàêòíûõ âîçìóùåíèÿõ [17] èìååì

σess(Hµ) = σess(H0) = [0, 4]

äëÿ ëþáîãî µ > 0.
Ñóùåñòâåííûé è äèñêðåòíûé ñïåêòðû ìîäåëüíûõ òðåõ÷àñòè÷íûõ îïåðàòîðîâ Øð¼äèíãå-

ðà èçó÷åíû â ðàáîòàõ [18]�[20].
Ïóñòü L2,e(T) (ñîîòâåòñòâåííî L2,o(T)) � ïîäïðîñòðàíñòâî ÷åòíûõ (ñîîòâåòñòâåííî íå÷åò-

íûõ) ôóíêöèé. Èçâåñòíî, ÷òî

L2(T) = L2,e(T)⊕ L2,o(T).

Ëåììà 1. Ïîäïðîñòðàíñòâà L2,e(T) è L2,o(T) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà Hµ.

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Hµ. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H
(e)
µ := Hµ

∣∣
L2,e(T) è H

(o)
µ := Hµ

∣∣
L2,o(T) ñóæåíèÿ îïåðàòîðà Hµ íà

ïîäïðîñòðàíñòâà L2,e(T) è L2,o(T) ñîîòâåòñòâåííî, ò. å.

(H(e)
µ f)(p) = (1− cos p)2f(p)− µ

2π

∫
T

cos p cos s f(s)ds

è

(H(o)
µ f)(p) = (1− cos p)2f(p)− µ

2π

∫
T

sin p sin s f(s)ds.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî µ > 0 îïåðàòîð H
(e)
µ èìååò åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

e(µ) âíå ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

fµ(p) :=
cos p

ε(p)− e(µ)
.

Êðîìå òîãî,

1) e(µ) < 0 äëÿ ëþáîãî µ > 0;
2) ôóíêöèÿ µ ∈ (0,+∞) 7→ e(µ) âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêàÿ, ñòðîãî óáûâàþùàÿ,

ñòðîãî âîãíóòàÿ â (0,+∞) ñ àñèìïòîòèêîé

lim
µ↘0

e(µ) = 0 è lim
µ→+∞

e(µ)

µ
= −1

2
; (1)
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3) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ è ïîëîæèòåëüíûõ µ âåðíî ðàâåíñòâî

(−e(µ))1/4 =
∑
n≥1

Cnµ
n/3, (2)

ãäå Cn, n = 1, 2, . . . � íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà è

C1 = 2−1/3, C2 = 0, C3 = 0, C4 =
2−1/3

3
.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî µ > 0 îïåðàòîð H
(o)
µ èìååò åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

e(µ) âíå ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

fµ(p) :=
sin p

ε(p)− e(µ)
.

Êðîìå òîãî,

1) e(µ) < 0 äëÿ ëþáîãî µ > 0;
2) ôóíêöèÿ µ ∈ (0,+∞) 7→ e(µ) âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêàÿ, ñòðîãî óáûâàþùàÿ,

ñòðîãî âîãíóòàÿ â (0,+∞) ñ àñèìïòîòèêîé

lim
µ↘0

e(µ) = 0 è lim
µ→+∞

e(µ)

µ
= −1

2
; (3)

3) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ è ïîëîæèòåëüíûõ µ âåðíî ðàâåíñòâî

(−e(µ))1/4 = 2−3 µ− 2−11(28 + 1)µ2 +
∑
n≥2

cnµ
n+1, (4)

ãäå cn, n = 2, 3, 4, . . . � äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû.

2. Îïðåäåëèòåëü Ôðåäãîëüìà, àññîöèèðîâàííûé ñ îïåðàòîðîì H
(e)
µ

Ëåììà 2. ×èñëî z < 0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà H
(e)
µ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ∆(µ; z) = 0, ãäå

∆(µ; z) := 1− µ

2π

∫
T

cos2 q dq

ε(q)− z
. (5)

Áîëåå òîãî, åñëè z ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì H
(e)
µ , òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîá-

ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ) èìååò âèä

f(p) =
cos p

ε(p)− z
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî z < 0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷å-

íèåì îïåðàòîðà H
(e)
µ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé 0 6= f ∈ L2,e(T). Òîãäà èç

ðàâåíñòâà H
(e)
µ f = zf ñëåäóåò

f(p) =
C cos p

ε(p)− z
, (6)

ãäå

C :=
µ

2π

∫
T

cos qf(q)dq. (7)

Ïîñêîëüêó C 6= 0 (èíà÷å f = 0 ïî (6)), ïîñòàâëÿÿ (6) â (7), ïîëó÷èì ∆(µ; z) = 0.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∆(µ; z) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî z < 0. Ïîëîæèì

f(p) :=
cos p

ε(p)− z
.

Òîãäà f ∈ L2,e(T) \ {0} è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî(
H(e)
µ − z

)
f(p) = cos p

(
1− µ

2π

∫
T

cos2 q dq

ε(q)− z

)
= cos p∆(µ; z) = 0,

ò. å. z ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà H
(e)
µ . �

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î âû÷åòàõ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ìû âû÷èñëÿåì èíòåã-
ðàë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (5).

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîãî z < 0 âåðíî ðàâåíñòâî∫
T

cos2 q dq

ε(q)− z
=2π +

√
2π(−z)−3/4

(4− z)1/4

√
1 +

√
−z

4− z

[
1−

− 4
√
−z√

4− z +
√
−z

+ z

]
. (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû, ïîëîæèâ z = −α4, ãäå α > 0, ïî ôîðìóëå Ýéëåðà eiq =
cos q + i sin q ïåðåïèøåì èíòåãðàë

I(z) :=

∫
T

cos2 q dq

ε(q)− z
â âèäå

I(z) :=

∫
T

( e
iq+e−iq

2 )2dq(
1− eiq+e−iq

2

)2
+ α4

= −i
∫
T

(e2iq + 1)2deiq

eiq((eiq − 1)4 + 4α4e2iq)
.

Ââîäÿ ïåðåìåííóþ ξ = eiq, ïîëó÷àåì

I(z) = −i
∫
|ξ|=1

(ξ2 + 1)2dξ

ξ((ξ − 1)4 + 4α4ξ2)
.

Ïîñêîëüêó

(ξ − 1)4+4α4ξ2 = (ξ − 1)4 − 4i2α4ξ2 =

=
(
ξ2 − 2(1 + iα2)ξ + 1

) (
ξ2 − 2(1− iα2)ξ + 1

)
,

ðåøèì óðàâíåíèÿ
ξ2 − 2(1 + iα2)ξ + 1 = 0 (9)

è
ξ2 − 2(1− iα2)ξ + 1 = 0. (10)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9) èìåþò âèä

ξ1,2 := (1 + iα2)±
√

(1 + iα2)2 − 1.

Òàê êàê √
(1 + iα2)2 − 1 =

√
2iα2 − α4 = iα

√
α2 − 2i = iα

(
A− i

A

)
,

ãäå

A :=

√√
4 + α4 + α2

2
, (11)
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òî êîðíè ξ1,2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ξ1,2 := (1 + iα2)± iα
(
A− i

A

)
,

îòñþäà

ξ1 :=
(

1 +
α

A

)
+ i (α2 +Aα) è ξ2 :=

(
1− α

A

)
+ i (α2 −Aα). (12)

Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû (9) êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîýôôèöèåí-
òàìè (10), ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (10) ðàâíû íà ξ1,2, ò. å.

ξ3 :=
(

1 +
α

A

)
− i (α2 +Aα) è ξ4 :=

(
1− α

A

)
− i (α2 −Aα). (13)

Èç ïîëîæèòåëüíîñòè α è A ñëåäóåò |ξ1| > 1 è |ξ3| > 1, ïîýòîìó |ξ2| < 1 è |ξ4| < 1 ñîãëàñíî
òåîðåìå Âèåòà ξ1ξ2 = ξ3ξ4 = 1.
Ïóñòü ξ5 := 0. Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå î âû÷åòàõ èìååì

I(z) = 2π

[
1 +

1

ξ2 − ξ4

( (
ξ22 + 1

)2
ξ1

(ξ2 − ξ1)(ξ2 − ξ3)
−

(
ξ24 + 1

)2
ξ3

(ξ4 − ξ1)(ξ4 − ξ3)

)]
.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà ξ4 = ξ2, ξ3 = ξ1, ξ4 − ξ1 = ξ2 − ξ3, ξ4 − ξ3 = ξ2 − ξ1 è
(
ξ22 + 1

)2
=(

ξ24 + 1
)2
, ïîëó÷àåì (

ξ24 + 1
)2
ξ3

(ξ4 − ξ1)(ξ4 − ξ3)
=

(
ξ22 + 1

)2
ξ1

(ξ2 − ξ1)(ξ2 − ξ3)
.

Â ñèëó ðàâåíñòâà ξ1ξ2 = 1 èìååì

I(z) = 2π +
4πi

ξ2 − ξ4
Im

(
ξ22 + 1)

)2
ξ1

(ξ2 − ξ1)(ξ2 − ξ3)
=

= 2π +
4πi

ξ2 − ξ4
Im

(
ξ22 + 1

)2
ξ21ξ2

(ξ2 − ξ1)(ξ2 − ξ3)
= 2π +

4πi

ξ2 − ξ4
Im

ξ2

(
ξ2 + ξ1

)2
(ξ2 − ξ1)(ξ2 − ξ3)

,

(14)

ãäå Im � ìíèìàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Èç (12) è (13) ñëåäóþò

ξ2 =
(

1− α

A

)
−Aαi

(
1− α

A

)
=
(

1− α

A

)
(1−Aαi),

ξ2 − ξ4 = 2i(α2 −Aα) = −2Aαi
(

1− α

A

)
,

ξ2 − ξ1 = −2α

A
− 2Aα i = −2α

( 1

A
+Ai

)
,

ξ2 − ξ3 = −2α

A
+ 2α2i = −2α

A
(1−Aαi),

ξ2 + ξ1 = 2 + 2iα2.

Òàêèì îáðàçîì, ïîäñòàâëÿÿ ýòè îòíîøåíèÿ â (14), ïîëó÷àåì

I(z) = 2π +
4πi

−2Aαi
(

1− α

A

) Im

(
1− α

A

)
(1−Aαi)

2α

(
1

A
+Ai

)
2α

A
(1−Aαi)

(2 + 2iα2)2 =
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= 2π − π

2α3
Im

1

A
−Ai

1

A2
+A2

(2 + 2iα2)2 = 2π +
2Aπ

α3

(
1

A2
+A2

) (1− 2α2

A2
− α4

)
.

Èç ÿâíîãî âèäà (11) ÷èñëà A èìååì

1

A2
+A2 =

2√
4 + α4 + α2

+

√
4 + α4 + α2

2
=

√
4 + α4 − α2

2
+

√
4 + α4 + α2

2
=
√

4 + α4.

Òàêèì îáðàçîì,

I(z) = 2π +
2Aπ

α3
√

4 + α4

(
1− 2α2

A2
− α4

)
.

Îòñþäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî (8). �

Ëåììà 4. Ïóñòü µ > 0. Ôóíêöèÿ

∆(µ; z) = 1− µ

2π

∫
T

cos2 q dq

ε(q)− z

ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîé â (µ, z) ∈ (0,+∞) × (C \ [0, 4]). Áîëåå òîãî, ∆(µ; ·)
ñòðîãî óáûâàåò â (−∞, 0) è

lim
z→−∞

∆(µ; z) = 1, (15)

lim
z→0−

∆(µ; z) = −∞. (16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëèòè÷íîñòü ôóíêöèè ∆(·; ·) î÷åâèäíà. Òàê êàê

∂

∂z
∆(µ; z) = − µ

2π

∫
T

cos2 q dq

(ε(q)− z)2
< 0

äëÿ ëþáîãî z < 0, òî ôóíêöèÿ ∆(µ; ·) ñòðîãî óáûâàåò â (−∞, 0). Ðàâåíñòâî (15) ñëåäóåò èç
òåîðåìû Ëåáåãà, à ðàâåíñòâà (16) � èç ïðåäñòàâëåíèé (8). �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ñîãëàñíî íåïðåðûâíîñòè è ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè ∆(µ; ·), à
òàêæå ðàâåíñòâ (15) è (16) äëÿ êàæäîãî µ > 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå e(µ) < 0 òàêîå,
÷òî ∆(µ; e(µ)) = 0. Ïî ëåììå 2 ÷èñëî e(µ) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíè-

åì îïåðàòîðà H
(e)
µ â (−∞, 0). Èç âåùåñòâåííîé àíàëèòè÷íîñòè ∆(·; ·) è òåîðåìû î íåÿâíîé

ôóíêöèè â ìîíîòîííîì ñëó÷àå ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ∆(µ; z) = 0, ò. å. ôóíêöèÿ
z = e(µ) òàêæå âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷íà â (0,+∞). Ôóíêöèÿ e(·) ñòðîãî óáûâàþùàÿ è ñòðî-
ãî âîãíóòàÿ. Ïî ëåììå 3 ÷èñëî e(µ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

µ+
µ(−e(µ))−3/4√
2(4− e(µ))1/4

√√√√1 +

√
−e(µ)

4− e(µ)

[
1−

4
√
−e(µ)√

4− e(µ) +
√
−e(µ)

+ e(µ)

]
= 1. (17)

Çíà÷èò, lim
µ↘0

e(µ) = 0. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

lim
µ→+∞

e(µ)

µ
= − 1

2π

∫
T

cos2 q dq = −1

2
.
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Íàêîíåö, ìû äîêàæåì (2). Ïîëîæèâ µ := λ3 è e(µ) = −α4, ãäå α := α(λ) > 0, ïåðåïèøåì
(17) â âèäå

2α3 = λ3

[
2α3 +

√
2

(4 + α4)1/4

√
1 +

√
α4

4 + α4

(
1− 4α2

√
4 + α4 + α2

+ α4

)]
. (18)

Ðåøèì ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî α. Ñ ýòîé öåëüþ ìû ñíà÷àëà ïåðåïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü (18)
êàê àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ïî α, à çàòåì èç òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè â àíàëèòè÷å-
ñêîì ñëó÷àå âûâîäèì, ÷òî α èìååò ñõîäÿùèéñÿ ñòåïåííîé ðÿä ïî λ è êîýôôèöèåíòû ðÿäà
áóäóò íàéäåíû èíäóêòèâíî èç ðÿäà ïî α. Â ñèëó ñòðîãîãî óáûâàíèÿ α(·) è àñèìïòîòèêè
(1) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî γ1 > 0 òàêîå, ÷òî |α(λ)| < 1 äëÿ ëþáîãî λ ∈ (0, γ1).
Ó÷èòûâàÿ

(1 + x)−1/4 = 1 +
∑
n≥1

(−1)n

4nn!

n−1∏
j=0

(1 + 4j)xn (19)

è

(1 + x)1/2 = 1 +
x

2
+
∑
n≥2

(−1)n−1

2nn!

n−2∏
j=0

(1 + 2j)xn (20)

ïðè |x| < 1, èìååì
√

2

(4 + α4)1/4
= 1 +

∑
n≥1

(−1)n

16nn!

n−1∏
j=0

(1 + 4j)α4n (21)

è

α2

√
4 + α4

=
α2

2

(
1 +

α4

4

)−1/2
=
α2

2
+
∑
n≥1

(−1)n

2 · 8nn!

n−1∏
j=0

(1 + 2j)α4n+2. (22)

Òàêèì îáðàçîì, √
1 +

α2

√
4 + α4

= 1 +
α2

4
+
∑
n≥1

(−1)n

4 · 8nn!

n−1∏
j=0

(1 + 2j)α4n+2+

+
∑
n≥2

(−1)n−1

2nn!

n−2∏
j=0

(1 + 2j)

(
α2

2
+
∑
m≥1

(−1)m

2 · 8mm!

m−1∏
j=0

(1 + 2j)α4m+2

)n
;

(
1 +

α4

4

)1/2

= 1 +
α4

8
+
∑
n≥2

(−1)n−1

2nn!

n−2∏
j=0

(1 + 2j)

(
α4

4

)n
, (23)

√
2

(4 + α4)1/4

√
1 +

√
α4

4 + α4
= 1 +

α2

4
− α4

32
+
∑
n≥3

C̃nα
2n, (24)

ãäå C̃n, n = 3, 4, . . . , � äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû. Â ÷àñòíîñòè,

√
2

(4 + α4)1/4

√
1 +

√
α4

4 + α4

(
1− 4√

4
α4 + 1 + 1

− α4

)
= 1− 3

32
α4 +

∑
n≥3

cnα
2n,
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ãäå cn, n = 3, 4, . . . , � äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ λ ∈ (0, γ1)
óðàâíåíèå (18) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

2α3 = λ3
(

2α3 + 1− 3

32
α4 +

∑
n≥3

cnα
2n
)
,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò

21/3α = λ

(
1 + 2α3 − 3

32
α4 +

∑
n≥3

cnα
2n

)1/3

. (25)

Â ñèëó ðàâåíñòâà

(1 + x)1/3 = 1 +
x

3
+
∑
n≥2

(−1)n−1

3nn!

n−2∏
j=0

(1 + 3j)xn, |x| < 1,

èç (25) ïîëó÷èì

α = λ

(
2−1/3 +

2 · 2−1/3

3
α3 +

∑
n≥2

2−1/3cnα
2n

)
. (26)

Îáîçíà÷èâ α = λ(2−1/3 + u), ïåðåïèøåì (26) â âèäå

u = 22/3
λ3(2−1/3 + u)3

3
+
∑
n≥2

2−1/3cnλ
2n(2−1/3 + u)2n. (27)

Óðàâíåíèå (27) ïðåäñòàâèì â âèäå
F (u, λ) = 0,

ãäå ôóíêöèÿ

F (u, λ) := u− 22/3
λ3(2−1/3 + u)3

3
+
∑
n≥2

2−1/3cnλ
2n(2−1/3 + u)2n

àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè òî÷êè (u, λ) = (0, 0) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

F (0, 0) = 0 è Fu(0, 0) = 1 > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè â àíàëèòè÷åñêîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò γ ∈
(0, γ1) è àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ u = u(λ) òàêèå, ÷òî u(0) = 0 è F (u(λ), λ) ≡ 0 äëÿ |λ| < γ.

Ïîäñòàâëÿÿ u(λ) :=
∑
n≥1

cnλ
n â (27), ïîëó÷àåì

∑
n≥1

cnλ
n − 22/3 ·

λ3

(
2−1/3 +

∑
n≥1

cnλ
n

)3

3
−
∑
n≥2

2−1/3cnλ
2n

(
2−1/3 +

∑
n≥1

cnλ
n

)2n

= 0.

Êîýôôèöèåíòû ck ìîãóò áûòü íàéäåíû èíäóêòèâíî:

c1 = 0, c2 = 0, c3 =
2−1/3

3
è ò. ä.

Òàêèì îáðàçîì,

α(λ) = 2−1/3 λ+
2−1/3

3
λ4 +

∑
n≥4

cnλ
n+1.
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Èç îïðåäåëåíèé α è λ ìû ïîëó÷èì èñêîìîå ðàâåíñòâî (2). �

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2

Äîêàçàòåëüñòâà ëåìì 5, 6 è 7 àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâàì ëåìì 2, 3 è 4 ñîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 5. ×èñëî z < 0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà H
(o)
µ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ∆(µ; z) = 0, ãäå

∆(µ; z) := 1− µ

2π

∫
T

sin2 q dq

ε(q)− z
.

Áîëåå òîãî, åñëè z ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì H
(o)
µ , òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîá-

ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ) èìååò âèä

f(p) =
sin p

ε(p)− z
.

Ëåììà 6. Äëÿ ëþáîãî z < 0 âåðíî ðàâåíñòâî∫
T

sin2 q dq

ε(q)− z
=− 2π +

√
2π(−z)−3/4

(4− z)1/4

√
1 +

√
−z

4− z

[
4
√
−z√

4− z +
√
−z
− z

]
.

Ëåììà 7. Ïóñòü µ > 0. Ôóíêöèÿ

∆(µ; z) = 1− µ

2π

∫
T

sin2 q dq

ε(q)− z

ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîé â (µ, z) ∈ (0,+∞) × (C \ [0, 4]). Áîëåå òîãî, ∆(µ; ·)
ñòðîãî óáûâàåò â (−∞, 0) è

lim
z→−∞

∆(µ; z) = 1, (28)

lim
z→0−

∆(µ; z) = −∞. (29)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Èç íåïðåðûâíîñòè è ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè ∆(µ; ·), à òàêæå
ðàâåíñòâ (28) è (29) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî µ > 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî e(µ) < 0
òàêîå, ÷òî ∆(µ; e(µ)) = 0. Ïî ëåììå 5 ÷èñëî e(µ) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷å-

íèåì îïåðàòîðà H
(o)
µ â (−∞, 0). Èç âåùåñòâåííîé àíàëèòè÷íîñòè ∆(·; ·) è òåîðåìû î íåÿâíîé

ôóíêöèè â ìîíîòîííîì ñëó÷àå âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ∆(µ; z) = 0, ò. å. ôóíêöèÿ
z = e(µ) òàêæå âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷íà â (0,+∞). Ôóíêöèÿ e(·) ñòðîãî óáûâàþùàÿ è ñòðî-
ãî âîãíóòàÿ. Ïî ëåììå 6 ÷èñëî e(µ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

−µ+
µ(−e(µ))−3/4√
2(4− e(µ))1/4

√√√√1 +

√
−e(µ)

4− e(µ)

[
4
√
−e(µ)√

4− e(µ) +
√
−e(µ)

− e(µ)

]
= 1. (30)

Ñëåäîâàòåëüíî, lim
µ↘0

e(µ) = 0. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

lim
µ→+∞

e(µ)

µ
= − 1

2π

∫
T

sin2 q dq = −1

2
.
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Íàêîíåö, ìû äîêàæåì (4). Ïîëîæèâ µ := κ è e(µ) = −β4, ãäå β := β(κ) > 0, ìû ïåðåïèøåì
(30) â âèäå

2β3=κ

[ √
2

(4 + β4)1/4

√√√√1+

√
β4

4 + β4
−2β3−

√
2

(4 + β4)1/4

√√√√1+

√
β4

4 + β4

(
1− 4β2√

4 + β4 + β2
+β4

)]
.

(31)
Ðåøèì ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî β. Ñ ýòîé öåëüþ ìû ñíà÷àëà ïåðåïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü
(31) êàê àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ïî β, à çàòåì èç òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè â àíàëè-
òè÷åñêîì ñëó÷àå âûâîäèì, ÷òî β èìååò ñõîäÿùèéñÿ ñòåïåííîé ðÿä ïî κ è êîýôôèöèåíòû
ðÿäà áóäóò íàéäåíû èíäóêòèâíî èç ðÿäà ïî β. Â ñèëó óáûâàåìîñòè β(·) è àñèìïòîòèêè (3)
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå γ1 > 0 òàêîå, ÷òî |β(κ)| < 1 äëÿ ëþáîãî κ ∈ (0, γ1). Ñîãëàñíî
(19)�(24) äëÿ κ ∈ (0, γ1) óðàâíåíèå (31) ïðåäñòàâèì â âèäå

2β3 = κ

(
1 +

β2

4
− β4

32
+
∑
n≥3

Bnβ
2n −

(
2β3 + 1− 3

32
β4 +

∑
n≥3

Cnβ
2n

))
,

ãäå Bn, Cn, n = 3, 4, . . . , � äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû. Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì

β = κ

(
1

8
− β +

1

32
β2 +

∑
n≥3

Dnβ
n

)
, (32)

ãäå Dn, n = 3, 4, . . . , � äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû. Îáîçíà÷èâ β = κ(2−3 − u), ïåðåïè-
øåì (32) â âèäå

u = κ(2−3 − u)− 2−5κ2(2−3 − u)2 −
∑
n≥3

Dnκ
n(2−3 − u)n. (33)

Óðàâíåíèå (33) ïðåäñòàâèì â âèäå
G(u, κ) = 0,

ãäå ôóíêöèÿ

G(u, κ) := u− κ(2−3 − u) + 2−5κ2(2−3 − u)2 +
∑
n≥3

Dnκ
n(2−3 − u)n

àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè òî÷êè (u, κ) = (0, 0) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

G(0, 0) = 0 è Gu(0, 0) = 1 > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè â àíàëèòè÷åñêîì ñëó÷àå, ñóùåñòâóþò γ ∈
(0, γ1) è àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ u = u(κ) òàêèå, ÷òî u(0) = 0 è G(u(κ), κ) ≡ 0 äëÿ |κ| < γ.

Ïîäñòàâëÿÿ u(κ) :=
∑
n≥1

cnκ
n â (33), ïîëó÷èì

∑
n≥1

cnκ
n − κ

(
2−3 −

∑
n≥1

cnκ
n

)
+ 2−5κ2

(
2−3 −

∑
n≥1

cnκ
n

)2

+
∑
n≥3

Dnκ
n

(
2−3 −

∑
n≥1

cnκ
n

)n
= 0.

Òåïåðü, êîýôôèöèåíòû ck ìîãóò áûòü íàéäåíû èíäóêòèâíî:

c1 = 2−3, c2 = −2−11
(
28 + 1

)
è ò. ä.

Òàêèì îáðàçîì,

β(κ) = 2−3 κ− 2−11
(
28 + 1

)
κ2 +

∑
n≥2

cnκ
n+1.

Èç îïðåäåëåíèé β è κ ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (4). �
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Expansions of eigenvalues of a discrete bilaplacian with two-dimensional perturbation

Abstract. In this paper we consider the family of operators

Ĥµ := ∆̂∆̂− µV̂, µ > 0,

that is, a bilaplacian with a �nite-dimensional perturbation on a one-dimensional lattice Z, where
∆̂ is a discrete Laplacian, and V̂ is an operator of rank two. It is proved that for any µ > 0 the

discrete spectrum Ĥµ is two-element e1(µ) < 0 and e2(µ) < 0. We �nd convergent expansions of
the eigenvalues ei(µ), i = 1, 2 in a small neighborhood of zero for small µ > 0.

Keywords: discrete bilaplacian, discrete Schrödinger operator, essential spectrum, eigenvalue,
expansion, asymptotics.
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