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Problem 1: Finding the optimal coefficients of 
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=   that minimize . 

Theorem 1. The coefficients of the quadrature formula in the form (2) that minimizes the 

norm of the error functional are as follows: 
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Нам известно, что построение квадратурных формул, основанное на методах 

функционального анализа, было начато в работах А.Сарда [1] и С.М.Никольского [2], для 

кубатурных формул С.Л.Соболева [3]. Работы многих   авторов посвящена построением 

оптимальных квадратурных и кубатурных   формул методом предложенных С.Л.Соболевым 

[4-8]. 

Рассмотрим квадратурную формулу вида  

 ( ) ( ) ( )( )
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с функционалом погрешности  
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где 
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x
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  и c - узлы и коэффициенты квадратурной формулы.  

Определение 1. Пространство  ( ) ( )2 1

m
W T  определяется как пространство функций 

заданных одномерном 1T  - окружности длины равной единице и имеющих все обобщённые 

производные порядка m  суммируемые с квадратом [3]. 

Норма определяется по формуле 
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где kf


 - коэффициенты Фурье т.е.  ( )
1

2 ikx

k

T

f f x e dx


=  .   

Задача 1. Вычислить ному функционала погрешности ( )x  рассматриваемой 

квадратурной формулы (1). Понятно, что норма функционала погрешности  ( )x  зависит от 

коэффициентов c  и узлов  
( )

x


. Если  

( ) ( ) ( ) ( )
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2 1 2 1
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тогда функционал 
0

( )x  называется оптимальным функционалом погрешности, а 

соответствующую квадратурную формулу назовем   оптимальной  квадратурной формулой.   

Задача 2.  Найти значения коэффициентов c  и узлов x  квадратурной формулы  (1) 

которые удовлетворяют равенству  (4).  

 Коэффициенты c  и узлы  
( )

x


, удовлетворяющие равенству  (4), называют 

оптимальными коэффициентами и оптимальными узлами квадратурной формулы. 

В настоящей работе в пространстве ( ) ( )2 1

m
W T  периодических функций построена 

оптимальная весовая квадратурная формула используя дискретный аналог 

дифференциального оператора и вычислена норма функционала погрешности построенной 

квадратурной формулы в сопряженном пространстве ( ) ( )*

2 1

m
W T  и найдена экстремальная 

функция для данной квадратурной формулы.  

Справедлива следующая.  

Теорема 1.  Квадрат нормы функционала погрешности квадратурной  формулы (1) над 

пространством  ( ) ( )2 1

m
W T   равен 
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где c  - коэффициенты,  
( )

x


 - узлы квадратурной  формулы  вида  (1).      

Основным результатом являются следующая. 

Теорема 2. В периодическом пространстве Соболева ( ) ( )2 1

m
W T  существует единственная 

оптимальная квадратурная формула вида (1) с экстремальной функций 
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и  функционалом погрешности (2), коэффициенты которой  при  3m =  имеют 

следующий вид 
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где 
( )

x


 и  c  узлы и коэффициенты квадратурной формулы   1, , 2,3,...N N = = .                                
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ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ, СУЩЕСТВОВАНИИ  И ЕДИНСТВЕННОСТИ 

ОПТИМАЛЬНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ  ФОРМУЛЫ  В  ПРОСТРАНСТВЕ   

ХЁРМАНДЕРА  2 ( )H R
. 
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Основной целью настоящей работы является нахождении оценка погрешности, 

существование и единственность оптимальной  решетчатых интерполяционной формулы в 

пространстве Л. Хёрмандера  2 ( )H R
 для непериодических функций.  

В настоящей работе исследуется задача  оптимальных интерполяционных формул в  

пространств  
( )

2 ( )mW R . 

Определение 1. Пространства  
( )

2 ( )mW R  определяется как замыкания бесконечно 

дифференцируемых функций, заданных в  R и убывающих на бесконечность быстрее любой 

отрицательной  степени в норме [1,8]  
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Здесь  и  1F −   прямое и обратное преобразование Фурье : 
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В работе [2] С. Л.  Соболевым решена задача интерполирования функций n-переменных 

в пространстве 
( )

2 ( )mL    решена задача 1. 

Одной из основных  задач теории интерполирования является нахождение максимума 

ошибки интерполяционной формулы ( ) ( )ff x P x  над данным классом ошибки функций  2 .  

Значение этой функции в некоторой фиксированной точке z есть функционал, определенный 

как над функциями f:    
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интерполяционная формула и  
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0

( ) ( ) ( ) ( )
N

x x z C z x x 




 
=

= − − − ,                                                                                 (3) 

функционал погрешности этой интерполяционной формулы. 

( )C z  - коэффициенты, а ( )x   - узлы интерполяционной формулы ( )fP z , ( ) [0,1]x   , 

( )x - дельта функция Дирака,  
( )

2( ) ( )mf x W R . 

 Определение 2. Функция ( )x  называется экстремальной функцией функционала  

( )x , если для которой выполняется следующее равенство 

( )* ( )

2 2( ), ( ) ( ) ( )m mx x W R W R   =  . 

Справедлива следующая 

Теорема 1. Экстремальная функция функционала погрешности ( )x  для 

интерполяционной формулы  ( )fP z  является 

0

( ) ( ) ( ) ( )
N

m mx x z C z h


   
=

= − − ,                                                                       (4) 

а норма функционала погрешности данной интерполяционной формулы выражается 

следующим равенством 

2 2
( )* 1 2

2 ( ) [(1 ) [ ( )]( )]( )m mW R F y F x y x dx



− −

−

= +  ,                                      (5) 

где 
1 2( ) [(1 ) ]( )m

m x F y x − −= + , ( )C z - коэффициенты интерполяционной формулы ( )fP z , 

1
h

N
=  и  N  число узлов. 

При исследовании оптимальных формул в теории интерполирования в первую очередь 

возникает вопрос о существовании и единственности таких формул. Для того, чтобы доказать 

существование и единственность оптимальных интерполяционных формул нам необходима 

F
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имеет решение первой задачи, т.е. мы получили явный вид нормы функционала погрешности 

(5) интерполяционной формулы (2).  

Лемма. Система ( )

2 0

( )

N

m x x 




=

 
− 

 
является линейно независимой системой   

пространстве 2 ( )L R  и линейная оболочка этой  системы является  ( 1)N + −  мерным 

подпространством  в 2 ( ).L R  

Равенство (5) связывает задачу  построения  интерполяционной формулы (2) с задачей 

приближения в 2L  функций  
[0,1]

2

( ) ( )m x z x −  линейной комбинации функции  
2

( )m x  и ее 

сдвигов на  ( ) , 0,1,...,x N  =   в норме  пространства  2 ( ).L R  

Из этой леммы и теории существования и единственности наилучшего приближения под 

пространством следует существование и единственность оптимальной интерполяционной 

формулы (2). 

Основной результат является  

Теорема 2. В пространстве 2 ( )H R
 существует единственная  оптимальная 

интерполяционная формула вида (2) , коэффициенты которой определяются из системы   
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