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ТОЧНАЯ ВЕРХНЯЯ ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ

ФОРМУЛЫ

Аннотация: Многие задачи науки и техники естественным образом сводятся к

построения оптимальных интерполяционных формул. В этой работе обсуждается задача

построения оптимальных интерполяционных формул. Здесь сначала вычисляется точная

верхняя оценка погрешности интерполяционной формулы в пространстве Соболева.

Доказываются существование и единственность оптимальной интерполяционной формулы,

каторая дает наименьший погрешность.

Ключевые слова: пространство Соболева, экстремальная функция, функционал

погрешности, оптимальная интерполяционная формула.

Kh.M.Shadimetov, N.Kh.Mamatova

1V.I.Romanovskiy Institute of mathematics, Tashkent, Uzbekistan;

2Bukhara State University, Republic of Uzbekistan

EXACT UPPER BOUND FOR THE ERROR OF THE INTERPOLATION FORMULA

Abstract: Many problems in science and technology naturally reduce to the construction of

optimal interpolation formulas. This paper discusses the problem of constructing optimal

interpolation formulas. Here, we first calculate the exact upper bound for the error of the interpolation

formula in Sobolev space. The existence and uniqueness of the optimal interpolation formula, which

gives the smallest error, is proved.

Key words: Sobolev space, extremal function, error functional, optimal interpolation formula.

Для отыскания приближенного представления функции ϕ элементами из некоторого

набора можно воспользоваться значениями, которые эта функция принимает в некотором

конечном множестве точек xk, k = 0, 1, . . . , N .

Соответствующая задача называется задачей интерполирования.

В настоящей работе рассмотрим задачу об оптимальных интерполяционных формулах,

которая впервые поставлена и исследована С.Л.Соболевым [1].

Рассмотрим интерполяционную формулу вида

𝜑(𝑥) ≅ 𝑃𝜑(𝑥) = ∑ 𝐶𝑘

𝑁

𝑘=0

(𝑥)𝜑(𝑥𝑘).                                                 (1.1)

Формула (1.1) удовлетворяет следующим условиям интерполяции:

𝜑(𝑥𝑘) = 𝑃𝜑(𝑥𝑘),     𝑘 = 0,1, … , 𝑁.                                                (1.2)

Здесь 𝐶𝑘(𝑥)   и  𝑥𝑘 соответственно коэффициенты и узлы интерполяционной формулы (1.1),

а функция ϕ является элементом некоторого банахова пространства B

Найти max
𝜑(𝑥)∈B

|(ℓ, 𝜑)| мы будем решать с помошью экстремальной функции, которая

удовлетворяет следующему равенству

(ℓ, 𝜓ℓ) =∥ ℓ|𝐿2
(𝑚)∗(0,1) ∥⋅∥ 𝜓ℓ|𝐿2

(𝑚)(0,1) ∥ .                            (2.1)

Для экстремальной функции справедлива следующая.

Теорема 1. Экстремальная функция интерполяционной формулы (1.1) в

пространстве  𝐿2
(𝑚)(0,1) определяется формул
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𝜓ℓ(𝑥) = (−1)𝑚ℓ(𝑥) ∗ 𝐺𝑚(𝑥) + 𝑃𝑚−1(𝑥).
Здесь

𝐺𝑚(𝑥) =
𝑥2𝑚−1sign(𝑥)

2(2𝑚 − 1)!
𝑃𝑚−1(𝑥) − неизвестный многочлен степени m – 1.

Доказательство. Напомним, что пространство 𝐿2
(𝑚)(0,1)  является гильбертовым и

скалярное произведение в нем задается формулой

{𝜑, 𝜓} = ∫ 𝜑(𝑚)

1

0

(𝑥)𝜓(𝑚)(𝑥)𝑑𝑥.                                                      (2.4)

Норма функций в  𝐿2
(𝑚)(0,1) определяется формулой

∥ 𝜑|𝐿2
(𝑚)

∥= (∫ (𝜑(𝑚)(𝑥))
2

1

0

𝑑𝑥)

1
2

.                                        (2.5)

Поскольку функционал вида

ℓ(𝑥) = 𝛿(𝑥 − 𝑧) − ∑ 𝐶𝑘

𝑁

𝑘=0

(𝑧)𝛿(𝑥 − 𝑥𝑘)

определен на  𝐿2
(𝑚)(0,1) то имеем

(ℓ, 𝑥𝛼) = 0, да 𝛼 = 0,1, … , 𝑚 − 1.                                                (2.6)
Теперь, пользуясь общим видом линейного функционала в гильбертовом пространстве,

представим функционал погрешности

ℓ(𝑥) = 𝛿(𝑥 − 𝑧) − ∑ 𝐶𝑘

𝑁

𝑘=0

(𝑧)𝛿(𝑥 − 𝑥𝑘)

в виде
(ℓ, 𝜑) = {𝜓0, 𝜑},                                                                   (2.7)

где 𝜓0 ∈ 𝐿2
(𝑚)(0,1) называется элементом Рисса. По теореме Рисса имеет место равенство

∥ ℓ|𝐿2
(𝑚)∗(0,1) ∥=∥ 𝜓0|𝐿2

(𝑚)(0,1) ∥ .                                             (2.8)

В силу (2.4) и (2.7) получаем следующее тождество, справедливое для любой функции           𝜑

∈ 𝐶̊(∞)(ℝ)

∫
𝑑𝑚𝜑

𝑑𝑥𝑚

1

0

𝑑𝑚𝜓0

𝑑𝑥𝑚
𝑑𝑥 = (ℓ, 𝜑).                                             (2.9)

Произведя m раз интегрирование по частям в смысле обобщенных функций, в левой

части (2.9),

получаем

(ℓ, 𝜑) = ∫ 𝐷𝑚

1

0

𝜑𝐷𝑚𝜓0𝑑𝑥 = (−1)𝑚 (𝐷2𝑚 (𝜀[0,1](𝑥)𝜓0(𝑥)) , 𝜑(𝑥)) +

+ ∑(−1)𝑗−1

𝑚

𝑗=1

𝐷𝑚−1+𝑗𝜓0(𝑦)𝐷𝑚−𝑗𝜑(𝑦)|𝑦=0
𝑦=1

=

= (𝐷2𝑚 ((−1)𝑚𝜀[0,1](𝑥)𝜓0(𝑥)) , 𝜑(𝑥)) +

+ (∑(−1)𝑚−1

𝑚

𝑗=1

𝐷𝑚−1+𝑗𝜓0(𝑦)𝛿(𝑚−𝑗)(𝑥 − 𝑦), 𝜑(𝑥)) |𝑦=0
𝑦=1

,

173



ВЕЩЕСТВЕННЫЙ, КОМПЛЕКСНЫЙ И ФУНКЦИОНАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ

где   𝜀[0,1](𝑥) = {
1, 𝑥 ∈ [0,1],
0, 𝑥 ∉ [0,1],

𝐷𝑚 =
𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚.

Таким образом, в пространстве обобщенных функций

𝐷2𝑚 (𝜀[0,1](𝑥)𝜓0(𝑥)) = (−1)𝑚ℓ(𝑥) + ∑(−1)𝑚+𝑗

𝑚

𝑗=1

𝐷𝑚−1+𝑗𝜓(𝑦)𝛿(𝑚−𝑗)(𝑥 − 𝑦)|𝑦=0
𝑦=1

.         (2.10)

Общее решение уравнения (2.10) записывается в виде

𝜀[0,1](𝑥)𝜓0(𝑥) = (−1)𝑚ℓ(𝑥) ∗ 𝐺𝑚(𝑥) + ∑ 𝑎𝑗

𝑚

𝑗=1

|𝑥 − 𝑦|2𝑚−𝑗|𝑦=0
𝑦=1

+ 𝑃2𝑚−1(𝑥),            (2.11)

где  ∑ 𝑎𝑗
𝑚
𝑗=1 |𝑥 − 𝑦|2𝑚−𝑗|𝑦=0

𝑦=1
-  многочлен степени 2m−1 с переопределенными коэффициентами

aj , соответствующий члену

∑ 𝐷𝑚−1+𝑗

𝑚

𝑗=1

𝜓0(𝑦)𝛿(𝑚−𝑗)(𝑥 − 𝑦)|𝑦=0
𝑦=1

,

𝐺𝑚(𝑥) – определяется формулой (2.3).

Рассмотрим (2.11) вне отрезка [0, 1]. Выражение   (−1)𝑚ℓ(𝑥) ∗ 𝐺𝑚  на отрезке  [0, 1]

является многочленом степени m − 1, т. к. эта функция из  𝐶∞(ℝ\[0,1])  , которая после m

кратного дифференцирования обращается в нуль благодаря условию (2.6).

Чтобы выполнялось условие

𝜀[0,1](𝑥)𝜓0(𝑥) = 0 при 𝑥 ∉ [0,1]

необходимо

∑ 𝑎𝑗

𝑚−1

𝑗=1

|𝑥 − 𝑦|2𝑚−1|𝑦=0
𝑦=1

+ 𝑃2𝑚−1(𝑥) = 𝑅𝑚−1(𝑥),

где 𝑅𝑚−1(𝑥) ,– некоторый многочлен степени m − 1.

Итак, для любой интерполяционной формулы вида (1.1) в пространстве 𝐿2
(𝑚)(0,1) её

экстремальная функция, т. е. элемент Рисса дается формулой

𝜓ℓ(𝑥) = 𝜓0(𝑥) = (−1)𝑚ℓ(𝑥) ∗ 𝐺𝑚(𝑥) + 𝑃𝑚−1(𝑥).
Теорема 1 доказана.

Норма функционала ℓ(𝑥)и экстремальная функция 𝜓ℓ(𝑥) связаны между собой соотно-

шением

∥ ℓ|𝐿2
(𝑚)(0,1) ∥2= ∫ (𝜓ℓ

(𝑚)(𝑥))
2

1

0

𝑑𝑥.                                   (2.12)

Подставляя (2.2) в (2.12), видим, что квадрат нормы функционала погрешности пред-ставляет

собой квадратичную функцию его коэффициентов

𝛹(𝐶(𝑧)) = (−1)𝑚 (∑ ∑ 𝐶𝑘
𝑁
𝑘′=0

𝑁
𝑘=0 (𝑧)𝐶𝑘′(𝑧)𝐺𝑚(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘′) − 2 ∑ 𝐶𝑘

𝑁
𝑘=0 (𝑧)𝐺𝑚(𝑧 − 𝑥𝑘)) ,

гд

е (𝑧) = (𝐶0(𝑧), 𝐶1(𝑧), … , 𝐶𝑁(𝑧))

Напомним, что коэффициенты  𝐶𝑘(𝑧)  в равенстве (2.13) должны удовлетворять системе

линейных уравнений (2.6).

ЛИТЕРАТУРА

[1] Соболев С.Л. О задаче интерполирования функций n переменных, Докл. АН СССР. 137,

778–781 (1961) .

[2] Holladay J.C. Smoothest curve approximation, Math. Tables Aids Comput. 11, 223–243 (1957).

[3] Алберг Дж., Нильсон Э., Уолш Дж. Теория сплайнов и ее приложения (Мир, М., 1972).

[4] Маматова Н.Х., Хаётов А.Р., Шадиметов Х.М. Построение решетчатых оптимальных

интерполя-ционных формул в пространстве Соболева 𝐿̃𝑚
2 (𝐻) периодических функций n

переменных методом Соболева, Уфимский матем. журн. 5, 90–101 (2013).

174


	‎E:\Конфронс_ТК202406\МАҚОЛАҲО_15.06\МАВОД_2024\ЧАСТЬ_1\6.02.pdf‎
	‎E:\Конфронс_ТК202406\МАҚОЛАҲО_15.06\МАВОД_2024\ЧАСТЬ_1\7.Сексия_2.pdf‎
	1. Sneha L
	khujand
	Trudi2

	‎E:\Конфронс_ТК202406\МАҚОЛАҲО_15.06\МАВОД_2024\ЧАСТЬ_1\8.МАВОД-02.pdf‎

