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ВВЕДЕНИЕ

При проектировании и строительстве любых зданий важную роль отводят балкам. Этот
конструктивный элемент отвечает за перераспределение нагрузок и предотвращение излома,
растрескивания и разрушения отдельных частей сооружения. Поэтому ещё на стадии проек-
тирования здания важно правильно подобрать балку, которая не только соответствует кон-
кретным расчётным показателям, но и выдержит постоянное давление. Большинство задач
о колебаниях стержней, балок и пластин играют важную роль в строительной механике, тео-
рии устойчивости ходовых валов и приводят к дифференциальным уравнениям высших по-
рядков [1, 2].

В последние годы возрос интерес к исследованию прямых и обратных задач для урав-
нения колебаний балки. В работе [3] проведён анализ публикаций и полученных результатов
в области динамического поведения неоднородных балок и стержней по материалам зарубеж-
ной печати. Для уравнения колебаний балки в работах [4–7] исследуются начальные прямые
задачи с различными граничными условиями на концах. В [8] рассмотрена прямая начально-
краевая задача и для неё изучается обратная задача по определению зависящего от времени
коэффициента жёсткости балки. Численные решения уравнения поперечных колебаний балки
приведены в работах [9–12]. В [13, 14] представлены приближённые методы решения прямых
и обратных задач, описываемых неоднородным уравнением Бернулли — Эйлера колебаний
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балки. В [15] получено аналитическое решение дифференциального уравнения поперечных
колебаний кусочно-однородной балки в частотной области для краевых условий любого вида.

Известно немало случаев, когда потребности практики приводят к задачам определения
коэффициентов или правой части дифференциального уравнения по некоторым известным
данным от его решения. Такие задачи получили название обратных задач математической
физики [16]. В [17, 18] рассматриваются задачи по определению одно- и двумерных ядер в
интегродифференциальных уравнениях для вязкоупругих сред. Обратные задачи для интегро-
дифференциальных уравнений в частных производных, связанные с восстановлением ядра
(памяти) в интегральном члене этого уравнения, исследуются в работах [19–22]. Численные
методы нахождения решения обратных динамических задач рассмотрены в [23–25].

В данной работе рассмотрены прямая задача с нелокальными по времени и обратная зада-
ча с интегральными условиями переопределения по определению коэффициента, зависящего
от времени при младшей производной для уравнения колебания балки.

1. ПОСТАНОВКИ ЗАДАЧИ

Рассмотрим балку длиной l, опирающуюся на концы. Под действием внешней силы G(x, t)
вынужденные изгибные поперечные колебания балки описываются уравнением четвёртого по-
рядка

ρSutt + EJuxxxx +Q(t)u = G(x, t),

где ρ — плотность балки, S — площадь поперечного сечения балки, E — модуль упругости
материала балки, J — момент инерции поперечного сечения относительно горизонтальной оси
и по всей длине поддерживается упругим основанием с коэффициентом жёсткости Q(t).

Разделив на ρS, запишем это уравнение в следующим в виде:

utt + a2uxxxx + q(t)u = f(x, t), (x, t) ∈ D, (1)

где a2 = EJ/ρS, q(t) = Q(t)/ρS и f(x, t) = G(x, t)/ρS. Уравнение (1) рассмотрим в прямо-
угольной области D = {(x, t) | 0 < x < l, 0 < t 6 T}, DT := D, где l — длина балки, T —
временной интервал с нелокальными начальными

u(x, 0) + δ1u(x, T ) = ϕ(x), ut(x, 0) + δ2ut(x, T ) = ψ(x), x ∈ [0, l], (2)

граничными условиями

u(0, t) = uxx(0, t) = u(l, t) = uxx(l, t) = 0, 0 6 t 6 T, (3)

и условиями согласования

ϕ(0) = ψ(0) = 0, ϕ(l) = ψ(l) = 0.

В прямой задаче требуется определить функцию

u(x, t) ∈ C(D) ∩ C4,2
x,t (D), (4)

удовлетворяющую равенствам (1)–(3), при положительных числах δ1, δ2 и заданных чис-
лах a, l, T и достаточно гладких функциях q(t), f(x, t), ϕ(x), ψ(x).

В данной работе изучается следующая обратная задача: требуется найти коэффициент
q(t), t ∈ [0, T ], если известно условие переопределения:

l∫
0

h(x)u(x, t) dx = H(t), 0 6 t 6 T, (5)
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где h(x), H(t) — заданные достаточно гладкие функции, удовлетворяющие следующим усло-
виям согласования:

l∫
0

h(x)ϕ(x) dx = H(0) + δ1H(T ),

l∫
0

h(x)ψ(x) dx = H ′(0) + δ2H
′(T ), H(t) 6= 0. (6)

2. ИССЛЕДОВАНИЕ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ

В уравнении (1) перенесём слагаемое q(t)u(x, t) в правую часть и введём обозначение
F (x, t) = f(x, t) − q(t)u(x, t). Таким образом получаем следующее уравнение utt + a2uxxxx =
F (x, t).

Решение задачи (1)–(3) будем искать в виде

u(x, t) =

∞∑
k=1

uk(t)Xk(x), (7)

где

uk(t) =

√
2

l

l∫
0

u(x, t) sinµkx dx, Xk(x) =

√
2

l
sinµkx, µk =

πk

l
, (8)

Применяя формальную схему метода Фурье и используя (1), (2), получим

u′′k(t) + λ2kuk(t) = Fk(t; q, u), λk = aµ2k, k = 1, 2, . . . , 0 < t 6 T, (9)

uk(0) + δ1uk(T ) = ϕk, u′k(0) + δ2u
′
k(T ) = ψk, k = 1, 2, . . . , (10)

где

Fk(t; q, u) = fk(t)− q(t)uk(t), (11)

fk(t) =

√
2

l

l∫
0

f(x, t) sinµkx dx, (12)

ϕk =

√
2

l

l∫
0

ϕ(x) sinµkx dx, ψk =

√
2

l

l∫
0

ψ(x) sinµkx dx, k = 1, 2, . . . . (13)

Решение задачи (9), (10) можно представить в виде [26]

uk(t) =
1

ρk(T )
Φk(t) +

T∫
0

Gk(t, s)Fk(s; q, u) ds, (14)

где

ρk(T ) = 1 + (δ1 + δ2) cosλkT + δ1δ2,

Φk(t) = ϕk(cosλkt+ δ2 cosλk(T − t)) +
ψk

λk
(sinλkt− δ1 sinλk(T − t)),

(15)
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Gk(t, s) =

=



− 1

λkρk(T )
[δ1 sinλk(T − t) cosλks+ δ2 cosλk(T − t) sinλks

+ δ1δ2 sinλk(s− t)], s ∈ [0, t],

− 1

λkρk(T )
[δ1 sinλk(T − t) cosλks+ δ2 cosλk(T − t) sinλks

+ δ1δ2 sinλk(s− t)] +
1

λk
sinλk(s− t), s ∈ [t, T ].

(16)

Подставляя (14) в (7), получим

u(x, t) =
∞∑
k=1

{
1

ρk(T )
Φk(t) +

T∫
0

Gk(t, s)Fk(s; q, u) ds

}
sinµkx. (17)

На основании полноты системы Xk(x) из (8) в пространстве L2[0, l] можно доказать един-
ственность решения задачи (1)–(4). Действительно, пусть существуют различные функции
u1(x, t) и u2(x, t) — решения данной задачи. Тогда их разность u(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t) есть
решение однородной задачи (1)–(4), где ϕ(x) ≡ 0, ψ(x) ≡ 0, F (x, t) ≡ 0. Тогда ϕn ≡ 0, ψn ≡ 0,
Fn(t) ≡ 0 и из (14) получим uk(t) ≡ 0, что на основании (8) равносильно равенству

l∫
0

u(x, t) sinµkx dx = 0.

Отсюда u(x, t) = 0 почти всюду в [0, l] и при любом t ∈ [0, T ]. В силу условия (4) находим
u(x, t) ≡ 0 на D. Тем самым единственность решения задачи (1)–(4) доказана.

Для дальнейших рассуждений нам понадобится
Теорема 1 [27, c. 44]. Пусть A(t, s), B(t, s) — функции из класса C(D,R+), неубывающие

по t ∈ [a, b] для каждого s ∈ [a, b], и

u(t) 6 k +

t∫
a

A(t, s)u(s) ds+

b∫
a

B(t, s)u(s) ds, t ∈ [a, b], (18)

где k — положительная постоянная. Если

p(t) =

b∫
a

B(t, s) exp

( s∫
0

A(s, σ)dσ

)
ds < 1, t ∈ [a, b],

тогда

u(t) 6
k

1− p(t)
exp

( t∫
a

A(t, s) ds

)
, t ∈ [a, b]. (19)

Подставляя функцию Fk(t; q, u) из (11) в (14), получим

uk(t) =
1

ρk(T )
Φk(t) +

T∫
0

fk(s)Gk(t, s) ds−
T∫
0

q(s)uk(s)Gk(t, s) ds.
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Оценивая функцию uk(t) при t ∈ [0, T ], получим следующее интегральное неравенство:

|uk(t)| 6 β(1 + δ2)|ϕk|+
β(1 + δ1)

λk
|ψk|+

β

λk
∆1

T∫
0

|fk(s)| ds+
β

λ2k

T∫
t

|fk(s)| ds

+
q̃β

λk
∆1

t∫
0

|uk(s)| ds+
q̃β

λk

T∫
0

(∆1 +
1

λk
)|uk(s)| ds,

где ∆1 = δ1 + δ2 + δ1δ2.
Применяя теорему 1 к этому соотношению, получим следующее утверждение.

Лемма 1. Пусть 0 <
C2k

C1k
(eC1kT − 1) < 1, тогда справедлива оценка

|uk(t)| 6 λkC̃gk, k = 1, 2, . . . , (20)

где

C1k =
q̃β

λk
∆1, C2k =

q̃β

λk
(∆1 + 1/λk),

C̃ =
∆1l

2

aπ2∆1(2− eC1kT ) + eC1kT − 1
, q̃ = max

s∈[0,T ]
|q(s)|, k = 1, 2, . . . ,

gk = β(1 + δ2)|ϕk|+
β(1 + δ1)

λk
|ψk|+

β

λk

(
∆1 +

l2

aπ2

) T∫
0

|fk(s)| ds, k = 1, 2, . . . . (21)

Далее, учитывая (21), из оценки (20) получим

|uk(t)| 6 C1(λk|ϕk|+ |ψk|+ ‖fk(t)‖),

где ‖fk‖ = max
06t6T

|fk(t)|. Используя равенство (9), получим оценку для u′′k(t):∣∣u′′k(t)
∣∣ 6 C2

(
λ3k|ϕk|+ λ2k|ψk|+ λ2k‖fk(t)‖+ q̃|uk|

)
6 C2

(
q̃ + λ2k

)
(λk|ϕk|+ |ψk|+ ‖fk(t)‖).

Таким образом, доказали следующую лемму.
Лемма 2. При любом t ∈ [0, T ] и для достаточно больших k справедливы оценки

|uk(t)| 6 C1(k
2|ϕk|+ |ψk|+ ‖fk(t)‖C),

|u′′k(t)| 6 C2(k
6|ϕk|+ k4|ψk|+ k4‖fk(t)‖C);

здесь и далее Ci — положительные постоянные.
Формально из (7) почленным дифференцированием составим ряды

utt =

∞∑
k=1

u′′k(t) sinµkx, (22)

uxxxx =

∞∑
k=1

µ4kuk(t) sinµkx. (23)

Ряды (7), (22) и (23) при любых (x, t) ∈ D на основании леммы 1 мажорируются рядом

C3

∞∑
k=1

(k6|ϕk|+ k4|ψk|+ k4‖fk(t)‖C). (24)

Имеет место следующая
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Лемма 3. Если выполнены условия

ϕ(x) ∈ C6[0, l], ϕ(7)(x) ∈ L2[0, l],

ϕ(0) = ϕ(l) = ϕ′′(0) = ϕ′′(l) = ϕ(4)(0) = ϕ(4)(l) = ϕ(6)(0) = ϕ(6)(l) = 0,

ψ(x) ∈ C4[0, l], ψ(5)(x) ∈ L2[0, l],

ψ(0) = ψ(l) = ψ′′(0) = ψ′′(l) = ψ(4)(0) = ψ(4)(l) = 0,

f(x, t) ∈ C(D) ∩ C4
x(D), f (5)xxxxx(x, t) ∈ L2(D),

f(0, t) = f(l, t) = f ′′xx(0, t) = f ′′xx(l, t)f (4)xxxx(0, t) = f (4)xxxx(l, t) = 0,

то имеют место равенства

ϕk =
1

µ7k
ϕ
(7)
k , ψk =

1

µ5k
ψ
(5)
k , fk(t) =

1

µ5k
f
(5)
k (t), (25)

где

ϕ
(7)
k =

√
2

l

l∫
0

ϕ(7)(x) cos(µkx) dx, ψ
(5)
k =

√
2

l

l∫
0

ψ(5)(x) cos(µkx) dx,

f
(5)
k (t) =

√
2

l

l∫
0

f (5)xxxxx(x, t) cos(µkx) dx,

и справедливы следующие оценки:

∞∑
n=1

∣∣ϕ(7)
k

∣∣2 6 ‖ϕ(7)‖L2[0,l],
∞∑
n=1

∣∣ψ(5)
k

∣∣2 6 ‖ψ(5)‖L2[0,l],

∞∑
n=1

∣∣f (5)k (t)
∣∣2 6 ‖f (5)(t)‖L2[0,l]×C[0,T ].

(26)

Берём по частям интегралы в равенствах (12) и (13) несколько раз: интегралы, имею-
щие подынтегральные функции f(x, t) и ψ(x) — пять раз, интеграл, имеющий подынтеграль-
ную функцию ϕ(x) — семь раз. Учитывая условия леммы 2, получим равенства (25). Нера-
венства (2) представляют собой неравенства Бесселя для коэффициентов разложений Фурье
функций ϕ(7)

k и ψ(5)
k по системе косинусов {

√
2/l cos(µkx)} на интервале [0, l]. Если функции

ϕ(x), ψ(x) и f(x, t) удовлетворяют условиям леммы 2, то в силу представлений (25) и (2) ря-
ды (7), (22) и (23) сходятся равномерно в прямоугольнике D. Следовательно, функция (17)
удовлетворяет соотношениям (1)–(3).

3. ИССЛЕДОВАНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ

Умножив обе части уравнения (1) на h(x) и проинтегрировав от 0 до l по x, с учётом
условий (5) получим

q(t) = [H(t)]−1

{ l∫
0

f(x, t)h(x) dx−H ′′(t)− a2
√
l

2

∞∑
k=1

µ4kuk(t)hk

}
, (27)

где uk(t) определяется через (14), hk =

√
2

l

l∫
0

h(x) sinµkx dx — коэффициент Фурье.



66 У. Д. Дурдиев, З. Р. Бозоров

После подстановки (14) в (27), находим следующее интегральное уравнение относительно
функции q(t):

q(t) = [H(t)]−1

{ l∫
0

f(x, t)h(x) dx−H ′′(t)

− a2
√
l

2

∞∑
k=1

µ4khk

(
Φk(t)

ρk(T )
+

T∫
0

Gk(t, s)Fk(s; q, u) ds

)}
. (28)

Рассмотрим функциональное пространство B7
2,T [28], множество всех функций вида (7),

рассматриваемых в DT с нормой ‖u(x, t)‖B7
2,T

= JT (u), где uk(t) ∈ C[0, T ], и

JT (u) ≡

{ ∞∑
k=1

(
µ7k‖uk(t)‖C[0,T ]

)2}1/2

< +∞.

В дальнейшим мы будем обозначать через E7
T топологическое произведение B7

2,T ×C[0, T ],
где норма элемента z = {u, q} определяется по формуле ‖z‖E7

T
= ‖u(x, t)‖B7

2,T
+ ‖q(t)‖C[0,T ].

Известно, что пространства B7
2,T и E7

T являются банаховыми пространствами [29].
Теперь рассмотрим оператор Λ(u, q) = {Λ1(u, q),Λ2(u, q)} в пространстве E7

T , где

Λ1(u, q) = ũ(x, t) ≡
∞∑
k=1

ũk(t) sinµkx, Λ2(u, q) = q̃(t),

и функции ũk(t), k = 1, 2, . . ., и q̃(t) равны правым частям равенств (14) и (28) соответственно.
Нетрудно видеть, что при условиях δ1 > 0, δ2 > 0, 1 + δ1δ2 > δ1 + δ2, имеем

1

ρk(T )
6

1

1− (δ1 + δ2) + δ1δ2
≡ β > 0.

Учитывая последнее соотношение, получаем

{ ∞∑
k=1

(
µ7k‖ũk(t)‖C[0,T ]

)2}1/2

6

√
2

l
β(1 + δ2)

( ∞∑
k=1

(
µ7k|ϕk|

)2)1/2

+

√
2

l
β(1 + δ2)

( ∞∑
k=1

(
µ5k|ψk|

)2)1/2

+

√
2

l
∆2

√
T

( T∫
0

∞∑
k=1

(
µ5k|fk(s)|

)2
ds

)1/2

+

√
2

l
∆2T‖q(t)‖C[0,T ]

( ∞∑
k=1

(
µ7k‖uk(t)‖C[0,T ]

)2)1/2

, (29)

‖q̃(t)‖C[0,T ] 6 ‖[H(t)]−1‖C[0,T ]

{∥∥∥∥∥
l∫

0

f(x, t)h(x) dx−H ′′(t)

∥∥∥∥∥
C[0,T ]

+ a2
√
l

2

( ∞∑
k=1

µ−6k h2k

)1/2[
β(1 + δ2)

( ∞∑
k=1

(
µ7k|ϕk|

)2)1/2



Нелокальная обратная задача по определению неизвестного коэффициента . . . 67

+ β(1 + δ1)

( ∞∑
k=1

(
µ5k|ψk|

)2)1/2

+ ∆2

√
T

( T∫
0

∞∑
k=1

(
µ5k|fk(s)|

)2
ds

)1/2

+ ∆2T‖q(t)‖C[0,T ]

( ∞∑
k=1

(
µ7k‖uk(t)‖C[0,T ]

)2)1/2]}
, (30)

где ∆2 = 1 + 2β(δ1 + δ2 + δ1δ2). Тогда из (3) и (3) соответственно находим{ ∞∑
k=1

(
µ7k‖ũk(t)‖C[0,T ]

)2}1/2

6
2β

l
(1 + δ2)‖ϕ(7)(x)‖L2[0,l] +

2β

l
(1 + δ1)‖ψ(5)(x)‖L2[0,l]

+
2β

l
∆2

√
2T

l
‖fxxxxx(x, t)‖L2(DT ) +

√
2

l
∆2T‖q(t)‖C[0,T ]‖u(x, t)‖B7

2,T (x,t),

‖q̃(t)‖C[0,T ] 6 ‖[H(t)]−1‖C[0,T ]

{∥∥∥∥∥
l∫

0

f(x, t)h(x) dx−H ′′(t)

∥∥∥∥∥
C[0,T ]

+ a2

( ∞∑
k=1

µ−6k h2k

)1/2[
β(1 + δ2)‖ϕ(7)(x)‖L2[0,l] + β(1 + δ1)‖ψ(5)(x)‖L2[0,l]

+ ∆2

√
2T

l
‖fxxxxx(x, t)‖L2(DT ) +

√
2

l
∆2T‖q(t)‖C[0,T ]‖u(x, t)‖B7

2,T (x,t)

]}
или { ∞∑

k=1

(
µ7k‖ũk(t)‖C[0,T ]

)2}1/2

6 P1(T ) +Q1(T )‖q(t)‖C[0,T ]‖u(x, t)‖B7
2,T (x,t), (31)

‖q̃(t)‖C[0,T ] 6 P2(T ) +Q2(T )‖q(t)‖C[0,T ]‖u(x, t)‖B7
2,T (x,t), (32)

где

P1(T ) =
2β

l
(1 + δ2)‖ϕ(7)(x)‖L2[0,l] +

2β

l
(1 + δ1)‖ψ(5)(x)‖L2[0,l] +

2β

l
∆2

√
2T

l
‖fxxxxx(x, t)‖L2(DT ),

Q1(T ) =

√
2

l
∆2T,

P2(T ) = ‖[H(t)]−1‖C[0,T ]

{∥∥∥∥∥
l∫

0

f(x, t)h(x) dx−H ′′(t)

∥∥∥∥∥
C[0,T ]

+ a2

( ∞∑
k=1

µ−6k h2k

)1/2[
β(1 + δ2)‖ϕ(7)(x)‖L2[0,l] + β(1 + δ1)‖ψ(5)(x)‖L2[0,l]

+ ∆2

√
2T

l
‖fxxxxx(x, t)‖L2(DT )

]}
,

Q2(T ) = a2‖[H(t)]−1‖C[0,T ]

( ∞∑
k=1

µ−6k h2k

)2/l√
l

2
∆2T.
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Из неравенств (31) и (32) получаем

‖ũ(x, t)‖B7
2,T

+ ‖q̃(t)‖C[0,T ] 6 P (T ) +Q(T )‖q(t)‖C[0,T ]‖u(x, t)‖B7
2,T (x,t), (33)

где P (T ) = P1(T ) + P2(T ), Q(T ) = Q1(T ) +Q2(T ).
Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1, леммы 2, равенство (6) и условие

(P (T ) + 2)2Q(T ) < 1, (34)

тогда задача (1)–(5) имеет единственное решение в шаре B = BR(‖z‖E7
2,T

) 6 R = P (T ) + 2.

Замечание. Неравенство (34) выполняется при достаточно малых значениях T .

Доказательство. Обозначим z = (u(x, t), q(t))∗ и запишем уравнения (17), (28) в опера-
торном виде:

z = Az, (35)

где A = (A1, A2)
∗, A1(z) и A2(z) определяются правыми частями равенств (17), (28) соответ-

ственно.
Аналогично из (33) получаем, что для любых z, z1, z2 ∈ BR справедливы следующие

оценки:

‖Az‖E7
2,T
6 P (T ) +Q(T )‖q(t)‖C[0,T ]‖u(x, t)‖B7

2,T
6 P (T ) +Q(T )(P (T ) + 2)2, (36)

‖Az1 −Az2‖E7
2,T
6 Q(T )R(‖q1(t)− q2(t)‖C[0,T ] + ‖u1(x, t)− u2(x, t)‖B7

2,T
). (37)

Тогда в силу (34) из (36) и (37) следует, что оператор A действует в шаре B = BR и удо-
влетворяет условиям принципа сжимающего отображения. Следовательно, по теореме Банаха
оператор A имеет единственную неподвижную точку {u, q} в шаре B = BR, являющуюся
решением операторного уравнения(35). �

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследована однозначная разрешимость нелокальной по времени обратной краевой зада-
чи для уравнения колебания балки с интегральным условием переопределения. Рассматрива-
емая задача в определённом смысле сведена к вспомогательной задаче, и с использованием
принципа сжимающих отображений установлены единственные условия существования реше-
ния эквивалентной задачи. На основании эквивалентности этих задач доказывается теорема
существования и единственности решения.
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