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ЗАДАЧА ОПРЕДЕЛЕНИЯ ФУНКЦИИ СКОРОСТЬ И ПАМЯТЬ
СЛОИСТОЙ СРЕДЫ

Дурдиев У.Д.1, Бозоров Р. З.2, Рахмонов А.А.3

1,2,3Бухарский государственной университет, Бухара, Узбекистан;
1,2Старший научный сотрудник Бухарского филиала Института математики им.

В.И. Романовского АН РУз.
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В.И. Романовского АН РУз; umidjon93@mail.ru; zavqiddinbozorov2011@mail.ru;

a.raxmonov@mathinst.uz

Рассматривается задача об определении двух коэффциентов, один из которых на-
ходится под знаком интеграла в гиперболическом уравнении и представляет память
среды, другой определяет скорость слоистой среды, по методу, близкому работе [1, 2].
В качестве дополнительной информации задается образ Фурье следа решения пря-
мой задачи на гиперплоскости z = 0 для двух различных значений параметра пре-
образования. Установлены оценка устойчивости решения рассматриваемой обратной
задачи и теорема единственности.

0. Пастановка задачи. Рассмотрим уравнение

utt − Au− b̄(z)u+ ut =

t
∫

0

k(t− τ)Au(x, z, τ)dτ, (0.1)

при условиях

u
∣

∣

∣

t<0
≡ 0, (0.2)

[

uz(x, z, t) +

t
∫

0

k(t− τ)uz(x, z, τ)dτ
]

z=+0
= δ(x)δ′(t) + δ(x)θ(t)f(t), (0.3)

Здесь t ∈ R, (x, z) ∈ R × R+ := {z ∈ R : z > 0}, δ(·)−дельта функция Дирака, A−
дифференциальный оператор, имеющий вид

Au = µ(z)△u+ ā(z)uz,

△−оператор Лапласа по переменным (x, z) и ā(z), b̄(z), f(t)−заданные гладкие
функции. В этих уравнениях коэффициент µ(z) является положительной функцией
класса C2(R+), а k(t), f(t)−непрерывные функции.

При заданных функциях µ(z), ā(z), b̄(z), f(t), k(t) задачу нахождения функции
u(x, y, t), удовлетворяющей (в обобщенном смысле) равенствам (0.1), (0.2), (0.3), на-
зовем прямой задачей. Предположим, что решение этой задачи задано на границе
области R

2
+ × R

u
∣

∣

∣

z=+0
= g(x, t), (x, t) ∈ R

2. (0.4)

Обратная задача заключается в определении двух функций µ(z), k(t) по заданной
функции g(x, t).

1. Предварительные построения и основной результат.
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Введем в рассмотрение билинейный интегральный оператор L по формуле

L[k(t), u(x, z, t)] = u(x, z, t) +

t
∫

0

k(t− τ)u(x, z, τ)dτ.

В дальнейшем, для сокращения записи, иногда не будем в операторе L указывать
зависимость функций от переменных.

Обозначим через ũ = F [u](ν, z, t) преобразование Фурье функции u(x, y, t) по пе-
ременной x:

ũ(ν, z, t) =
1√
2π

∫

R

u(x, z, t)eiνxdx.

При заданных функциях µ(z), ā(z), b̄(z), f(t), k(t) задача (0.1)-(0.3) корректно
поставлена и она имеет единственное решение u(x, z, t), обладающее компактным но-
сителем при любом конечном t. Уравнения (0.1)-(0.3) относительно функции ũ(ν, z, t)
записывается в виде

∂2ũ

∂t2
=

(

µ(z)
∂2

∂z2
+ ā(z)

∂

∂z
− ν2µ(z)

)

L[k, ũ] + b̄(z)ũ− ũt, (ν, z, t) ∈ R
2
+ × R, (1.1)

ũ
∣

∣

∣

t<0
≡ 0,

∂

∂z
L[k, ũ]

∣

∣

∣

z=+0
= δ′(t) + θ(t)f(t). (1.2)

Введем вместо z новую переменную y по формуле

y =

z
∫

0

ds
√

µ(s)
. (1.3)

Определяемая этим равенством функция z = l(y) является монотонной и определя-

ет взаимно однозначное соответствие между z и y. Обозначим c(y) :=
√

µ
(

l(y)
)

и

положим ũ(ν, z, t) = ū(ν, y, t). Тогда в терминах функций ū(ν, y, t) и переменной y
уравнения (1.1)-(1.2), (0.4) принимают вид

∂2ū

∂t2
=

( ∂2

∂y2
+
a(y)− c′(y)

c(y)

∂

∂y
− ν2c2(y)

)

L[k, ū] + b(y)ū− ūt, (1.4)

ū
∣

∣

∣

t<0
≡ 0,

∂

∂y
L[k, ū]

∣

∣

∣

y=+0
= δ′(t) + θ(t)f(t), (1.5)

ū
∣

∣

∣

y=0
= g̃(ν, t). (1.6)

в которых

a(y) = ā(z), b(y) = b̄(z), g̃(ν, t) =
1√
2π

∫

R

g(x, t)eiνxdx. (1.7)

Преобразуем интегро-дифференциальное уравнение (1.4) так, чтобы, во-первых,
оно не содержало производных функции ū по y под интегралом, и, во-вторых, чтобы
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коэффициенты при производных ūy и ūt в слагаемых вне интеграла были равны
нулю. Эти требования можно удовлетворить, введя новую функцию

v(ν, y, t) =
[

ū(ν, y, t) +

t
∫

0

k(t− τ)ū(ν, y, τ)dτ
]

√

c(0)

c(y)
· e

1
2

y∫

0

a(s)
c(s)

ds
· e(1−k(0))t/2. (1.8)

Как нетрудно проверить прямыми вычислениями, функция ū выражается через v
следующим образом:

ū(ν, y, t) =
[

e(k(0)−1)t/2v(ν, y, t)+

t
∫

0

r(t−τ)e(k(0)−1)τ/2v(ν, y, τ)dτ
]

e
−

1
2

y∫

0

a(s)
c(s)

ds

√

c(y)

c(0)
, (1.9)

где

r(t) = −k(t)−
t

∫

0

k(t− τ)r(τ)dτ. (1.10)

Введем следующие обозначения:

r00 := k′(0)− 3

4
k2(0) +

1

2
k(0) +

1

4
, c0 :=

c′(0)− a(0)

2c(0)
.

В новых функциях ū(ν, y, t) и r(t) задача (1.4)-(1.6) записывается как

∂2v

∂t2
=
∂2v

∂y2
+H(ν, y)v(ν, y, t)−

t
∫

0

h(t−τ)v(ν, y, τ)dτ+b(y)
t

∫

0

p(t−τ)v(ν, y, τ)dτ, (1.11)

v
∣

∣

∣

t<0
≡ 0, (1.12)

(∂v

∂y
+ c0v

)∣

∣

∣

y=+0
= δ′(t)− 1 + r(0)

2
δ(t) + θ(t)f0(t), (1.13)

v
∣

∣

∣

y=+0
= g̃0(ν, t) +

t
∫

0

k0(t− τ)g̃0(ν, τ)dτ, (1.14)

в которых
H(ν, y) := r00 + q0(y)− ν2q1(y) + b(y), (x)

q0(y) :=
1

4c2(y)

(

2c(y)[c′′(y)− a(y)]− 3c′2(y) + 4c′(y)a(y)−
(

a(y)
)2
)

, q1(y) = c2(y),

g̃0(ν, t) := e(1+r(0))t/2g̃(ν, t), k0(t) := e(1+r(0))t/2k(t), f0(t) := e(1+r(0))t/2f(t),

h(t) := e(1+r(0))t/2r′′(t) + e(1+r(0))t/2r′(t), p(t) := e(1+r(0))t/2r(t).

В условии (1.13) мы использовали равенство k(0) = −r(0), вытекающее из (1.10). Из
равенств (1.11), (1.13) следует, что v ≡ 0 при t < y, ν ∈ R, y ∈ R+. Функция v(ν, y, t)



Современные методы математической физики и их приложения, Ташкент-2020 199

как решение прямой задачи (1.11)-(1.13) имеет в окрестности характеристической
поверхности t = y следующую структуру:

v(ν, y, t) = −δ(t− y) + θ(t− y)ṽ(ν, y, t). (1.15)

Тогда v(ν, y, t) при фиксированном ν в области t > y > 0 удовлетворяет уравне-
ниям

vtt = vyy +H(ν, y)v(ν, y, t) + h(t− y)− b(y)p(t− y)−

−
t−y
∫

0

h(τ)v(ν, y, t− τ)dτ + b(y)

t−y
∫

0

p(τ)v(ν, y, t− τ)dτ, (1.16)

Из (1.15) следует, что

v
∣

∣

∣

t=y+0
=

1

2

(

r(0) + 1− 2c0
)

− 1

2

y
∫

0

H(ν, ξ)dξ, ν ∈ R, y ∈ R+, (1.17)

(vy + c0v)
∣

∣

∣

y=0
= f0(t), t ∈ R+. (1.18)

Заметим, что для разрешимости обратной задачи, как следует из представления
(1.14), функция g̃0(ν, t) должна иметь следующую структуру:

g̃0(ν, t) = −δ(t− y) + θ(t− y)ḡ(ν, t), (ν, t) ∈ R
2
+, (1.19)

где функция ḡ(ν, t) по аргументу t удовлетворяет некоторым условиям гладкости, о
которых будет сказано ниже. В связи с этим дополнительная информация (1.14) для
функции v выглядит как

v
∣

∣

∣

y=0
= ḡ00(ν, t), t ∈ R+, (1.20)

где

ḡ00(ν, t) = ḡ(ν, t)− k0(t) +

t
∫

0

k0(t− τ)ḡ(ν, τ)dτ.

Лемма. Пусть (a(y), b(y)) ∈ C[0, T/2], c(y) ∈ C2[0, T/2], f(t) ∈ C[0, T ], k(t) ∈
C2[0, T ] при некотором T > 0. Тогда при каждом фиксированном значении пара-
метра ν решение задачи (1.16)-(1.18) для

(y, t) ∈ DT , DT =
{

(y, t) : 0 ≤ y ≤ t ≤ T − y
}

принадлежит функциональному классу C1(DT ) и для решения справедлива оценка

‖v‖C1(DT ) ≤ d
(

‖a(y)‖C[0,T/2] + ‖b(y)‖C[0,T/2] + ‖c(y)‖C2[0,T/2]+

+‖f(t)‖C[0,T ] + ‖k(t)‖C2[0,T ]

)

,

где d зависит лишь от T, ν, ‖a(y)‖C[0,T/2], ‖b(y)‖C[0,T/2], ‖c(y)‖C2[0,T/2] и ‖k(t)‖C2[0,T ].
Кроме того, функция

ψ(ν1, ν2, t) = vt(ν1, 0, t)− vt(ν2, 0, t)
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при любых фиксированных νj, j = 1, 2 является функцией класса C1[0, T ].
Обозначим через A(s0, d0) {c(y), k(t)} T > 0

0 < s00 ≤ c(y), ‖c(y)‖C3[0,T/2] ≤ s0, ‖k(t)‖C2[0,T ] ≤ d0.

Кроме того,

‖a(y)‖C[0,T/2] ≤ a0, ‖b(y)‖C[0,T/2] ≤ b0, ‖f(t)‖C[0,T ] ≤ f0,

в котором a0, b0, f0−известные числа.
Теорема 1. Пусть (c1, k1) ∈ A(s0, d0), (c

2, k2) ∈ A(s0, d0)−решения обратной за-
дачи (1.16)-(1.20) с данными

(

ḡ1(νj, t), a
1(y), b1(y), f 1(t)

)

,
(

ḡ2(νj, t), a
2(y), b2(y), f 2(t)

)

,

j = 1, 2, соответственно. Тогда найдется положительное постоянное M , завися-
щее от ν1, ν2, s0, s00, d0, a0, b0, f0, что выполняется оценка

‖k1 − k2‖C2[0,T ] + ‖c1 − c2‖C3[0,T/2] ≤Mλ,

в котором

λ =
2

∑

j=0

‖ḡ1(νj, t)− ḡ2(νj, t)‖C2[0,T ]+

+‖a1 − a2‖C[0,T/2] + ‖b1 − b2‖C[0,T/2] + ‖f 1 − f 2‖C[0,T/2].

Из теоремы 1 очевидным образом вытекает следующая теорема единственности для
любого T > 0.

Теорема 2. Пусть функции ci ∈ C3[0, T/2], ki ∈ C2[0, T ] и ḡi(νj, t), a
i(y), bi(y),

f i(t), i = 1, 2, j = 1, 2 имеют тот же смысл, что и в теореме 1. Если при этом

ḡ1(νj, t) = ḡ2(νj, t), j = 1, 2, a1(y) = a2(y), b1(y) = b2(y), f 1(t) = f 2(t),

для t ∈ [0, T ], то

c1(y) = c2(y), y ∈ [0, T/2], k1(t) = k2(t), t ∈ [0, T ].
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